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В роботі наведено метод дослідження динаміки трактора з шарнірно-з’єднаною рамою, що 

враховує нерівності опорної поверхні. Наголошено, що для вирішення наукової проблеми дина-
міки тракторів та сільськогосподарських агрегатів необхідно провести дослідження динаміки, ви-
значити взаємозв’язок між динамічними та енергетичними показниками їх функціонування. Різно-
маніття конструкцій та технологічних схем із різними способами агрегатування потребують підви-
щення кількості математичних моделей для дослідження динаміки та оцінки ефективності їх вико-
ристання і, відповідно, способів агрегатування. Тому необхідно обґрунтувати методологію дослі-
дження динаміки сільськогосподарських агрегатів, що дозволить ефективно визначати їх характе-
ристики з урахування схем агрегатування та одночасною оцінкою впливу опорної поверхні на ди-
наміку й енергоефективність. Запропоновано математичну модель просторової динаміки трак-
тора. Складено рівняння кінематичних зв’язків характерних точок трактора. Використано рівняння 
Апеля для складання рівнянь динаміки трактора, що враховує форму опорної поверхні. Дослі-
джено математичну модель трактора. Отримано залежності швидкостей точок кінематичної мо-
делі трактора, що не вироджуються при прямолінійному русі трактора. Точки взаємодії коліс із 
ґрунтом обрано, як миттєво нерухливі. Рама трактора, як тверде тіло та без урахування неголоно-
мних зв’язків, має шість ступенів свободи та шість незалежних швидкостей. Встановлено, що з 
урахуванням кута зламу піврам трактора та неголономного зв’язку, миттєвого центра швидкостей, 
кількість незалежних швидкостей стає чотири. Виконано теоретичне дослідження руху трактора 
ХТЗ-242К.20 з постійною швидкістю руху та заданому куті злому піврам. Розраховано траєкторії 
руху трактора. Профіль опорної поверхні прийнятий рівним, без нахилу до горизонту. 
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Вступ. Задачі чисельного моделювання дина-

міки довільних механічних систем у теперішній час 
мають найважливіше значення в багатьох галузях 
техніки, таких як автомобілебудування, авіація, 
ракетно-космічна техніка, машинобудування, ро-
бототехніка, верстатобудування та ін. [1]. При до-
слідженні динаміки сільськогосподарських агрега-
тів досліджується їх рух під впливом сил. 

Аналіз основних публікацій та до-
сліджень. Для вирішення наукової проблеми ди-
наміки тракторів та сільськогосподарських агрега-
тів необхідно провести дослідження динаміки, ви-
значити взаємозв’язок між динамічними та енерге-
тичними показниками їх функціонування [2, 3]. 

Математичні моделі, що використовуються 
для дослідження динаміки даних агрегатів пере-
важно враховують рух в одній площині [4, 5]. Під 

час дослідження плоско-паралельного руху 
розглядаються задачі динаміки [6, 7], стійкості та 
керованості машино-тракторних агрегатів й пря-
молінійності рядків посівів. Відповідно, вплив 
нерівності опорної поверхні та коливань еле-
ментів агрегату досліджується в поздовжньо-вер-
тикальній площині [8]. Взаємний вплив динаміки 
в двох площинах на прикладі багатоелементних 
та комбінованих сільськогосподарських агрегатів, 
раніше не був досліджений. 

Різноманіття конструкцій та технологічних 
схем із різними способами агрегатування потре-
бують підвищення кількості математичних моде-
лей для дослідження динаміки та оцінки ефектив-
ності їх використання і, відповідно, способів агре-
гатування. Тому необхідно обґрунтувати методо-
логію дослідження динаміки сільськогосподарсь- 
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ких агрегатів, що дозволить ефективно визначати 
їх характеристики з урахування схем агрегату-
вання та одночасною оцінкою впливу опорної по-
верхні на динаміку й енергоефективність. 

Метою роботи є обґрунтування методу дос-
лідження динаміки трактора з шарнірно-з’єднаною 
рамою, що враховує нерівності опорної поверхні. 

Основна частина. Дослідження динаміки 
трактора з шарнірно-з’єднаною рамою, що врахо-
вують нерівності опорної поверхні потребують 
складання кінематичних схем, динамічних та ма-
тематичних моделей досліджуваної машини. 
Тому, складено кінематичну схему трактора з 
шарнірно-з’єднаною рамою (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Кінематична схема трактора з шарнірно-з’єднаною рамою 
 
Розглянемо кінематичну схему (рис. 1) та ди-

намічну модель трактора з шарнірно-з’єднаною 
рамою (рис. 2), де використаємо такі позначення: 
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 – глобальна система координат; 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 – 
зв’язана система координат; т. о – центр мас 
трактора; т. О – центр глобальної системи коор-
динат; α, β, γ – кути повороту трактора навколо 
відповідних осей x, y, z; m – маса трактора;  
𝐽𝐽𝑥𝑥, 𝐽𝐽𝑦𝑦, 𝐽𝐽𝑧𝑧 – приведені моменти інерції трактора 
щодо відповідних до осей; υ  – поступальна 
швидкість руху; ℎ11, ℎ12, ℎ21, ℎ22 – висота профілю 
опорної поверхі для переднього лівого, переднь-
ого правого, заднього лівого, заднього правого 
коліс; 𝑙𝑙 – база трактора; 𝑙𝑙1 – відстань від центра 

мас до осі передніх коліс; 𝑙𝑙2 – відстань від центра 
мас до осі задніх коліс; 𝑏𝑏1 – колія передніх коліс; 
𝑏𝑏2 – колія задніх коліс; ℎ𝑓𝑓𝑎𝑎𝑧𝑧, ℎ𝑟𝑟𝑎𝑎𝑧𝑧 – відстань від 
центра мас трактора до осі передніх і задніх коліс 
по осі 𝑥𝑥; 𝑟𝑟11, 𝑟𝑟12, 𝑟𝑟21, 𝑟𝑟22 – радіус переднього лівого, 
переднього правого, заднього лівого, заднього 
правого колеса; 𝑃𝑃𝑘𝑘11, 𝑃𝑃𝑘𝑘12, 𝑃𝑃𝑘𝑘21, 𝑃𝑃𝑘𝑘22 – дотична 
сила тяги на передньому лівому, передньому 
правому, задньому лівому, задньому правому ко-
лесах; 𝑃𝑃𝑓𝑓11, 𝑃𝑃𝑓𝑓12, 𝑃𝑃𝑓𝑓21, 𝑃𝑃𝑓𝑓22𝑃𝑃𝑓𝑓22 – сила опору ко-
ченню переднього лівого, переднього правого, 
заднього лівого, заднього правого коліс;  
𝑃𝑃𝛿𝛿11, 𝑃𝑃𝛿𝛿12, 𝑃𝑃𝛿𝛿21, 𝑃𝑃𝛿𝛿22 – сила бічного відведення  
переднього лівого, переднього правого, заднього 
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лівого, заднього правого коліс; 𝑁𝑁𝑘𝑘11, 𝑁𝑁𝑘𝑘12, 𝑁𝑁𝑘𝑘21, 
𝑁𝑁𝑘𝑘22 – нормальна сила реакції на передньому 
лівому, передньому правому, задньому лівому, 
задньому правому колесах; 𝐶𝐶ш11, 𝐶𝐶ш12, 𝐶𝐶ш21, 𝐶𝐶ш22 
– приведена жорсткість шини переднього лівого, 
переднього правого, заднього лівого, заднього 
правого коліс; 𝑘𝑘ш11, 𝑘𝑘ш12, 𝑘𝑘ш21, 𝑘𝑘ш22 – приведений 
коефіцієнт демпфування шини переднього ліво-
го, переднього правого, заднього лівого, заднього 
правого коліс; 𝑀𝑀𝑘𝑘11, 𝑀𝑀𝑘𝑘12, 𝑀𝑀𝑘𝑘21, 𝑀𝑀𝑘𝑘22 – крутний мо-
мент на передньому лівому, передньому право-
му, задньому лівому, задньому правому колесах. 

Як керуючий вплив на агрегат прийнято кут 
зламу піврам трактора 𝜓𝜓. 

Горизонтальні складові швидкостей центрів 
коліс (точніше складові цих швидкостей у пло-
щині рами трактора), позначено як �̄�𝑣𝐶𝐶11𝑥𝑥𝑦𝑦, �̄�𝑣𝐶𝐶12𝑥𝑥𝑦𝑦, 
�̄�𝑣𝐶𝐶21𝑥𝑥, �̄�𝑣𝐶𝐶22𝑥𝑥 (рис. 3). Складову швидкості центру по-
вороту напіврам (т. 𝐴𝐴) трактора позначено, як �⃗�𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦. 

Ці складові мають модулі, пропорційні відста-
ням центрів коліс до миттєвого центру швидко-
стей – т. 𝑃𝑃. Тоді їх рівняння мають вигляд: 

𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑃𝑃𝐴𝐴

=
𝑣𝑣𝐶𝐶11𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑃𝑃𝐶𝐶11

=
𝑣𝑣𝐶𝐶12𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑃𝑃𝐶𝐶12

=
𝑣𝑣𝐶𝐶21𝑥𝑥
𝑃𝑃𝐶𝐶21

=
𝑣𝑣𝐶𝐶22𝑥𝑥
𝑃𝑃𝐶𝐶22

 . (1) 

Виражено відстані, що входять у (1), через 
конструктивні параметри рами та кут 𝜓𝜓 для того, 
щоб уникнути виродженості цих формул при 𝜓𝜓 =
0. Тому, виражено всі швидкості, що туди вхо-
дять, через швидкість 𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦: 

𝑃𝑃𝑃𝑃 =
𝑙𝑙2 + 𝑙𝑙1 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑐𝑐 𝜓𝜓⁄

tg𝜓𝜓
=
𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2 𝑐𝑐𝑥𝑥𝑐𝑐 𝜓𝜓

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜓𝜓
 ; 

𝑃𝑃𝐶𝐶21 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 −
𝑏𝑏
2

; 

𝑃𝑃𝐶𝐶22 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 +
𝑏𝑏
2

; 

𝑃𝑃𝐴𝐴 = �𝑃𝑃𝑃𝑃2 + 𝑙𝑙22; 

𝑃𝑃𝑃𝑃 = �𝑃𝑃𝐴𝐴2 − 𝑙𝑙12; 

𝑃𝑃𝐶𝐶11 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 −
𝑏𝑏
2

; 

𝑃𝑃𝐶𝐶12 = 𝑃𝑃𝑃𝑃 +
𝑏𝑏
2

 . 
 

 
 

Рис. 2. Динамічна модель трактора з шарнірно-з’єднаною рамою 
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Рис. 3. Розрахункова схема повороту трактора з шарнірно-з’єднаною рамою 
 
Позначено 𝛽𝛽1 = 𝑏𝑏 2𝑙𝑙1⁄  та 𝛽𝛽2 = 𝑏𝑏 2𝑙𝑙2⁄ , і тоді  

одержано: 

𝑣𝑣𝐶𝐶11𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑃𝑃𝑃𝑃 − 𝑏𝑏 2⁄

𝑃𝑃𝐴𝐴
= 

= 𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦(cos𝜓𝜓1 − 𝛽𝛽1 sin𝜓𝜓1); 

(2) 𝑣𝑣𝐶𝐶12𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑃𝑃𝐶𝐶12
𝑃𝑃𝐴𝐴

= 𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦(cos𝜓𝜓1 + 𝛽𝛽1 sin𝜓𝜓1); 

𝑣𝑣𝐶𝐶21𝑥𝑥 = 𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑃𝑃𝐶𝐶21
𝑃𝑃𝐴𝐴

= 𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦(cos𝜓𝜓2 − 𝛽𝛽2 sin𝜓𝜓2); 

𝑣𝑣𝐶𝐶22𝑥𝑥 = 𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑃𝑃𝐶𝐶22
𝑃𝑃𝐴𝐴

= 𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦(cos𝜓𝜓2 + 𝛽𝛽2 sin𝜓𝜓2). 

Рівняння неголономних зв'язків (2) забезпе-
чує кочення коліс у своїх площинах. 

Залежності для кутів 𝜓𝜓1 і 𝜓𝜓2 мають вигляд: 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜓𝜓1 =
𝑙𝑙1
𝑃𝑃𝐴𝐴

=
𝑙𝑙1

�𝑃𝑃𝑃𝑃2 + 𝑙𝑙12
=

(𝑙𝑙1 𝑃𝑃𝑃𝑃⁄ )

�1 + (𝑙𝑙1 𝑃𝑃𝑃𝑃⁄ )2
; 

𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜓𝜓2 =
𝑙𝑙2
𝑃𝑃𝐴𝐴

=
𝑙𝑙2

�𝑃𝑃𝑃𝑃2 + 𝑙𝑙22
=

(𝑙𝑙2 𝑃𝑃𝑃𝑃⁄ )

�1 + (𝑙𝑙2 𝑃𝑃𝑃𝑃⁄ )2
, 

але: 
𝑙𝑙1
𝑃𝑃𝑃𝑃

=
𝑙𝑙1 sin𝜓𝜓

𝑙𝑙2 + 𝑙𝑙1 cos𝜓𝜓
,
𝑙𝑙2
𝑃𝑃𝑃𝑃

=
𝑙𝑙2 sin𝜓𝜓

𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2 cos𝜓𝜓
 . 

Тому: 

𝜓𝜓1 = arcsin
sin𝜓𝜓

�sin2 𝜓𝜓 + (𝛼𝛼2 + cos𝜓𝜓)2
, 

(3) 
𝜓𝜓2 = arcsin

sin𝜓𝜓
�sin2 𝜓𝜓 + (𝛼𝛼1 + cos𝜓𝜓)2

, 

де 𝛼𝛼1 = 𝑙𝑙1 𝑙𝑙2⁄ , 𝛼𝛼2 = 𝑙𝑙2 𝑙𝑙1⁄ . 
Залежності (2)-(3) не вироджуються при 𝜓𝜓 =

0, тобто при прямолінійному русі трактора [9]. 
Точки взаємодії коліс із ґрунтом є миттєво нерух-
ливими, тому: 

𝜔𝜔11 =
𝑣𝑣𝐶𝐶11𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑥𝑥𝐶𝐶11

, 

𝜔𝜔12 =
𝑣𝑣𝐶𝐶12𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑥𝑥𝐶𝐶12

, 

𝜔𝜔21 =
𝑣𝑣𝐶𝐶21𝑥𝑥
𝑥𝑥𝐶𝐶21

, 

𝜔𝜔22 =
𝑣𝑣𝐶𝐶22𝑥𝑥
𝑥𝑥𝐶𝐶22

. 

Вектор �⃗�𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦 являє собою проекцію вектору 
швидкості шарніра повороту на площину рами. 
Його знайдено через компоненти вектору абсо-
лютної швидкості центру мас (�̇�𝑋𝐴𝐴, �̇�𝑋𝐴𝐴, �̇�𝑋𝐴𝐴), скори-
ставшись матрицею повороту 𝑺𝑺абс

св  [1] від абсолют-
ної системи координат до пов'язаної із трактором. 
Тоді формула для цих компонентів має вигляд: 

𝑺𝑺абс
св = �

𝑐𝑐11 𝑐𝑐12 𝑐𝑐13
𝑐𝑐12 𝑐𝑐22 𝑐𝑐23
𝑐𝑐31 𝑐𝑐23 𝑐𝑐33

� = 

= �
𝐶𝐶𝛽𝛽𝐶𝐶𝛾𝛾 + 𝑆𝑆𝛼𝛼𝑆𝑆𝛽𝛽𝑆𝑆𝛾𝛾 𝐶𝐶𝛼𝛼𝑆𝑆𝛾𝛾 −𝑆𝑆𝛽𝛽𝐶𝐶𝛾𝛾 + 𝑆𝑆𝛼𝛼𝐶𝐶𝛽𝛽𝑆𝑆𝛾𝛾
𝑆𝑆𝛼𝛼𝑆𝑆𝛽𝛽𝐶𝐶𝛾𝛾 − 𝐶𝐶𝛽𝛽𝑆𝑆𝛾𝛾 𝐶𝐶𝛼𝛼𝐶𝐶𝛾𝛾 𝑆𝑆𝛼𝛼𝐶𝐶𝛽𝛽𝐶𝐶𝛾𝛾 + 𝑆𝑆𝛽𝛽𝑆𝑆𝛾𝛾

𝐶𝐶𝛼𝛼𝑆𝑆𝛽𝛽 −𝑆𝑆𝛼𝛼 𝐶𝐶𝛼𝛼𝐶𝐶𝛽𝛽
�, 

де 𝐶𝐶𝛼𝛼 = cos𝛼𝛼,  𝐶𝐶𝛽𝛽 = cos𝛽𝛽,  𝐶𝐶𝛾𝛾 = cos𝛾𝛾,  𝑆𝑆𝛼𝛼 = sin𝛼𝛼, 
𝑆𝑆𝛽𝛽 = sin𝛽𝛽,  𝑆𝑆𝛾𝛾 = sin 𝛾𝛾. 

http://www.mtf-khntusg.at.ua/index/visniki/
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Одержимо залежність швидкості т. А в пло-
щині xy: 

�⃗�𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦 = �
𝑐𝑐11 𝑐𝑐12 𝑐𝑐13
𝑐𝑐21 𝑐𝑐22 𝑐𝑐23� �

�̇�𝑋𝐴𝐴
�̇�𝑋𝐴𝐴
�̇�𝑋𝐴𝐴
� . (4) 

Виражено складову швидкості шарніра через 
кутову швидкість 𝜔𝜔𝑧𝑧, 

𝑣𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝜔𝜔𝑧𝑧 ⋅ 𝑃𝑃𝐴𝐴, 

та отримано: 

�⃗�𝑣𝐴𝐴𝑥𝑥𝑦𝑦 = ��̇�𝛾 − �̇�𝛽 sin𝛼𝛼� ⋅ 𝑃𝑃𝐴𝐴 �cos𝜓𝜓
sin𝜓𝜓� . (5) 

Прирівнюючи праві частини рівнянь (4) і (5), 
розв’язано рівняння відносно �̇�𝑋𝐴𝐴, �̇�𝑋𝐴𝐴 та отримано: 

�̇�𝑋𝐴𝐴 =
�𝑃𝑃𝐴𝐴��̇�𝛾 − �̇�𝛽 sin𝛼𝛼� cos(𝛾𝛾 + 𝜓𝜓) + �̇�𝑋𝐴𝐴 sin𝛽𝛽�

cos𝛽𝛽
, 

(6) 
�̇�𝑋𝐴𝐴 =

𝑃𝑃𝐴𝐴��̇�𝛾 − �̇�𝛽 sin𝛼𝛼�[С] − �̇�𝑋𝐴𝐴 sin𝛼𝛼
cos𝛼𝛼 cos𝛽𝛽

. 

де С = cos𝛽𝛽 sin(𝛾𝛾 + 𝜓𝜓) − sin𝛼𝛼 sin𝛽𝛽 cos(𝛾𝛾 + 𝜓𝜓). 
Таким чином, у трактора шарнірно-з’єднанної 

компоновки 10 узагальнених координат. З ура-
хуванням неголономних зв'язків (1) і (6), ця сис-
тема має 4 ступені свободи. Рівняння (1) та (6) 
дозволяють одержати вираження шести залеж-
них узагальнених швидкостей (залежних варіацій 
узагальнених координат) від інших незалежних. 

Оскільки: 

ctg𝜓𝜓11 =
𝑃𝑃𝑃𝑃 − 0,5𝑏𝑏

𝑙𝑙
=
𝑃𝑃𝑃𝑃
𝑙𝑙
− 𝜇𝜇 = ctg𝜓𝜓 − 𝜇𝜇 , 

ctg𝜓𝜓12 = ctg𝜓𝜓 + 𝜇𝜇, 
та 

tg𝜓𝜓11 =
tg𝜓𝜓

1 − 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜓𝜓
 ,     tg𝜓𝜓12 =

tg𝜓𝜓
1 + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜓𝜓

 , 

то швидкості точок 𝑣𝑣𝐶𝐶11𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑣𝑣𝐶𝐶12𝑥𝑥𝑦𝑦 виражено через 
швидкість т. В: 

𝑣𝑣𝐶𝐶11𝑥𝑥𝑦𝑦 =
𝑣𝑣𝐶𝐶21𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑥𝑥𝑐𝑐 𝜓𝜓11

= 𝑣𝑣𝐶𝐶21𝑥𝑥𝑦𝑦�1 + tg2𝜓𝜓11 = 

(7) = 𝑣𝑣𝐶𝐶21𝑥𝑥𝑦𝑦
�tg2𝜓𝜓 + (1 − 𝜇𝜇tg𝜓𝜓)2

1 − 𝜇𝜇tg𝜓𝜓
= 

= 𝑣𝑣𝐵𝐵𝑥𝑥�tg2𝜓𝜓 + (1 − 𝜇𝜇tg𝜓𝜓)2 , 

𝑣𝑣𝐶𝐶12𝑥𝑥𝑦𝑦 =
𝑣𝑣𝐶𝐶22𝑥𝑥
𝑐𝑐𝑥𝑥𝑐𝑐 𝜓𝜓12

= 𝑣𝑣𝐶𝐶22𝑥𝑥𝑦𝑦�1 + tg2𝜓𝜓12 = 

(8) = 𝑣𝑣𝐶𝐶22𝑥𝑥𝑦𝑦
�tg2𝜓𝜓 + (1 + 𝜇𝜇tg𝜓𝜓)2

1 + 𝜇𝜇tg𝜓𝜓
= 

= 𝑣𝑣𝐵𝐵𝑥𝑥�tg2𝜓𝜓 + (1 + 𝜇𝜇tg𝜓𝜓)2 . 

Кутову швидкість повороту трактора в пло-
щині рами визначено: 

𝜔𝜔𝑧𝑧 =
𝑣𝑣𝐵𝐵𝑥𝑥
𝑃𝑃𝑃𝑃

=
𝑣𝑣𝐵𝐵𝑥𝑥
𝑙𝑙

𝑙𝑙
𝑃𝑃𝑃𝑃

=
𝑣𝑣𝐵𝐵𝑥𝑥tg𝜓𝜓

𝑙𝑙
 . (9) 

Незалежними швидкостями трактора обрано 
псевдошвидкості 𝑣𝑣𝐵𝐵𝑥𝑥, 𝑣𝑣𝐵𝐵𝑧𝑧 (𝑣𝑣𝐵𝐵𝑦𝑦 ≡ 0 ), і 𝜔𝜔𝑥𝑥 ,𝜔𝜔𝑦𝑦 (𝜔𝜔𝑧𝑧 
визначається з (9)). 

Кінематичний вираз для швидкості т. В має 
вигляд: 

�⃗�𝑣𝐵𝐵св = �⃗�𝑣𝐶𝐶св + 𝜔𝜔��⃗ св × 𝐶𝐶𝑃𝑃св�⎯⎯�
= 

= 𝑺𝑺абс
зв ⋅ �

�̇�𝑋
�̇�𝑋
�̇�𝑋
� + �

𝚤𝚤 𝚥𝚥 𝑘𝑘�⃗
𝜔𝜔𝑥𝑥 𝜔𝜔𝑦𝑦 𝜔𝜔𝑧𝑧
−𝑙𝑙2 0 −ℎ

� = 

= 𝑺𝑺абс
св ⋅ �

�̇�𝑋
�̇�𝑋
�̇�𝑋
� + �

−𝜔𝜔𝑦𝑦ℎ
𝜔𝜔𝑥𝑥ℎ − 𝜔𝜔𝑧𝑧𝑙𝑙2

𝜔𝜔𝑧𝑧𝑙𝑙2
� 

(10) 

𝑺𝑺абс
зв = �

𝜇𝜇11 𝜇𝜇12 𝜇𝜇13
𝜇𝜇12 𝜇𝜇22 𝜇𝜇23
𝜇𝜇31 𝜇𝜇23 𝜇𝜇33

� = 

= �
𝐶𝐶𝛽𝛽𝐶𝐶𝛾𝛾 + 𝑆𝑆𝛼𝛼𝑆𝑆𝛽𝛽𝑆𝑆𝛾𝛾 𝐶𝐶𝛼𝛼𝑆𝑆𝛾𝛾 −𝑆𝑆𝛽𝛽𝐶𝐶𝛾𝛾 + 𝑆𝑆𝛼𝛼𝐶𝐶𝛽𝛽𝑆𝑆𝛾𝛾
𝑆𝑆𝛼𝛼𝑆𝑆𝛽𝛽𝐶𝐶𝛾𝛾 − 𝐶𝐶𝛽𝛽𝑆𝑆𝛾𝛾 𝐶𝐶𝛼𝛼𝐶𝐶𝛾𝛾 𝑆𝑆𝛼𝛼𝐶𝐶𝛽𝛽𝐶𝐶𝛾𝛾 + 𝑆𝑆𝛽𝛽𝑆𝑆𝛾𝛾

𝐶𝐶𝛼𝛼𝑆𝑆𝛽𝛽 −𝑆𝑆𝛼𝛼 𝐶𝐶𝛼𝛼𝐶𝐶𝛽𝛽
� , 

(11) 

Де 𝑺𝑺абс
зв  – матриця переходу від абсолютної до 

зв’язаної системи координат трактора (великими 
літерами позначені: 𝐶𝐶 − cos, 𝑆𝑆 − sin, відповідно до 
кутів, позначених нижнім індексом) [10]. 

Одержано 3 рівняння, що зв’язують 7 швид-
костей (𝜔𝜔𝑧𝑧 виражено з (9), а 𝑣𝑣𝐵𝐵𝑦𝑦 ≡ 0): 

𝜇𝜇11�̇�𝑋 + 𝜇𝜇12�̇�𝑋 + 𝜇𝜇13�̇�𝑋 + 𝜔𝜔𝑦𝑦ℎ = 𝑣𝑣𝐵𝐵𝑥𝑥 
𝜇𝜇21�̇�𝑋 + 𝜇𝜇22�̇�𝑋 + 𝜇𝜇23�̇�𝑋 + 𝜔𝜔𝑥𝑥ℎ − 𝜔𝜔𝑧𝑧𝑙𝑙2 = 0 
𝜇𝜇31�̇�𝑋 + 𝜇𝜇32�̇�𝑋 + 𝜇𝜇33�̇�𝑋 + 𝜔𝜔𝑦𝑦𝑙𝑙2 = 𝑣𝑣𝐵𝐵𝑧𝑧  

та визначено псевдошвидкості: 

𝑣𝑣𝐵𝐵𝑥𝑥 = 𝜇𝜇11�̇�𝑋 + 𝜇𝜇12�̇�𝑋 + 𝜇𝜇13�̇�𝑋 − ℎ𝜔𝜔𝑦𝑦 , 

𝜔𝜔𝑥𝑥 =
𝜆𝜆𝜇𝜇11tg𝜓𝜓 − 𝜇𝜇21

ℎ
�̇�𝑋 +

𝜆𝜆𝜇𝜇12tg𝜓𝜓 − 𝜇𝜇22
ℎ

�̇�𝑋 + 

+
𝜆𝜆𝜇𝜇13tg𝜓𝜓 − 𝜇𝜇23

ℎ
�̇�𝑋 − 𝜆𝜆tg𝜓𝜓𝜔𝜔𝑦𝑦 , 

𝑣𝑣𝐵𝐵𝑧𝑧 = 𝜇𝜇31�̇�𝑋 + 𝜇𝜇32�̇�𝑋 + 𝜇𝜇33�̇�𝑋 − 𝑙𝑙2𝜔𝜔𝑦𝑦 . 

(12) 

Без урахування неголономних зв’язків рама 
має, як тверде тіло, 6 ступенів свободи та 6 неза-
лежних швидкостей �̇�𝑋, �̇�𝑋, �̇�𝑋,𝜔𝜔𝑥𝑥,𝜔𝜔𝑦𝑦,𝜔𝜔𝑧𝑧. З урахуван-
ням кута 𝜓𝜓 та неголономного зв’язку, як мит-
тєвого центра швидкостей у площині 𝐶𝐶𝑥𝑥𝑦𝑦, кіль-
кість незалежних швидкостей стає 4 – �̇�𝑋, �̇�𝑋, �̇�𝑋,𝜔𝜔𝑦𝑦, 
а швидкості будь-яких точок і дві складові кутової 
швидкості визначаються за (1)-(10) та (12). 

З урахуванням обертання коліс число сту-
пенів свободи зростає ще на 4. Однак їх кутові 
швидкості виражено через проекції швидкостей 
тт. 𝐶𝐶11, 𝐶𝐶12, 𝐶𝐶21, 𝐶𝐶22на площину 𝐶𝐶𝑥𝑥𝑦𝑦. Кутова швид-
кість колеса має вигляд: 
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𝜔𝜔𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑣𝑣𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑥𝑥𝑦𝑦
𝑋𝑋𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖

 , (13) 

де 𝑋𝑋𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 – апліката центра колеса в абсолютній си-
стемі координат. 

Геометричні та кінематичні властивості дина-
мічної моделі описано як узагальненими коорди-
натами і узагальненими швидкостями (𝒒𝒒 =
{𝑞𝑞1,𝑞𝑞2, . . . , 𝑞𝑞𝑠𝑠}, �̇�𝒒 = {�̇�𝑞1, �̇�𝑞2, . . . , �̇�𝑞𝑠𝑠}), так і узагальне-
ними координатами та псевдошвидкостями (𝒒𝒒 =
{𝑞𝑞1,𝑞𝑞2, . . . , 𝑞𝑞𝑠𝑠},�̇�𝝅 = {�̇�𝜋1, �̇�𝜋2, . . . , �̇�𝜋𝑚𝑚}). У першому ви-
падку, рівняння лінійних неголономних зв’язків 
представлено через узагальнені координати та 
узагальнені швидкості у вигляді 𝑨𝑨(𝒒𝒒, 𝜇𝜇)�̇�𝒒 +
𝜶𝜶(𝒒𝒒, 𝜇𝜇) = 0 і вирішено щодо залежних узагальне-
них швидкостей �̇�𝒒1 через незалежні �̇�𝒒2: 

�̇�𝒒1 = 𝑩𝑩(𝒒𝒒, 𝜇𝜇)�̇�𝒒2 + 𝜷𝜷(𝒒𝒒, 𝜇𝜇) . (14) 

Причому швидкості �̇�𝒒1 і �̇�𝒒2 є двома частинами 
списку узагальнених швидкостей �̇�𝒒 = {�̇�𝒒1, �̇�𝒒2} роз-
мірністю 𝑚𝑚 та 𝑐𝑐 − 𝑚𝑚. Прийнято інший вектор за 
вектор псевдошвидкостей �̇�𝝅 = �̇�𝒒2. Тому вираз 
(14) має вигляд: 

�̇�𝒒 = ��̇�𝒒1�̇�𝒒2
� = �𝑩𝑩�̇�𝒒2 + 𝜷𝜷

�̇�𝒒2
� = �𝑩𝑩𝑬𝑬� �̇�𝒒2 + �𝜷𝜷0� = 

= 𝑮𝑮(𝒒𝒒, 𝜇𝜇)�̇�𝒒2 + 𝜸𝜸(𝒒𝒒, 𝜇𝜇) = 𝑮𝑮�̇�𝝅 + 𝜸𝜸 . 
(15) 

Механічну систему задано в узагальнених ко-
ординатах і узагальнених швидкостях, тому у яко-
сті координат інерційних елементів використову-
ються дугові та прямолінійні переміщення цент-
рів мас і кути повороту тіл. Залежності цих коор-
динат від узагальнених координат задано струк-
турами (геометричними структурами) вигляду 
𝜶𝜶 = 𝜶𝜶(𝒒𝒒, 𝜇𝜇). Аналогічно координати силових еле-
ментів задано за допомогою геометричних та ди-
ференціальних структур як функції узагальнених 
координат 𝝆𝝆 = 𝝆𝝆(𝒒𝒒, 𝜇𝜇) або узагальнених швидко-
стей та псевдошвидкостей неявно �̇�𝝆 =
�̇�𝝆(𝒒𝒒, �̇�𝒒, 𝜇𝜇), �̇�𝒒 = �̇�𝒒(�̇�𝝅) або явно – �̇�𝝆 = �̇�𝝆(𝒒𝒒, �̇�𝝅, 𝜇𝜇). Тому 
програмно побудовано структурні матриці інерції, 
а також прискорення інерційних елементів 
відповідно у вигляді: 

𝑾𝑾𝐽𝐽 = �
𝜕𝜕𝜶𝜶
𝜕𝜕𝒒𝒒
� , 

�̈�𝜶 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜇𝜇
��
𝜕𝜕𝜶𝜶
𝜕𝜕𝒒𝒒
� �̇�𝒒 +

𝜕𝜕𝜶𝜶
𝜕𝜕𝜇𝜇
� =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜇𝜇
�𝑾𝑾𝐽𝐽�̇�𝒒 +

𝜕𝜕𝜶𝜶
𝜕𝜕𝜇𝜇
� = 𝑾𝑾𝐽𝐽�̈�𝒒 + ⋯, 

або через диференціальні структури за допомо-
гою матриці 𝑮𝑮 з (15): 

𝑾𝑾𝐽𝐽 = �
𝜕𝜕�̇�𝜶
𝜕𝜕�̇�𝒒
� �
𝜕𝜕�̇�𝒒
𝜕𝜕�̇�𝝅

� = �
𝜕𝜕�̇�𝜶
𝜕𝜕�̇�𝒒
� 𝑮𝑮 , 

�̈�𝜶 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜇𝜇
��
𝜕𝜕�̇�𝜶
𝜕𝜕�̇�𝒒
� �
𝜕𝜕�̇�𝒒
𝜕𝜕�̇�𝝅

� �̇�𝝅 +
𝜕𝜕�̇�𝜶
𝜕𝜕𝜇𝜇
� = 𝑾𝑾𝐽𝐽𝑮𝑮�̈�𝝅+. . . = 𝑾𝑾�𝐽𝐽�̈�𝝅 + ⋯, 

або безпосереднім диференціюванням за  

псевдошвидкостями: 

𝑾𝑾�𝐽𝐽 = �
𝜕𝜕�̇�𝜶
𝜕𝜕�̇�𝝅

� , 

�̈�𝜶 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜇𝜇
��
𝜕𝜕�̇�𝜶
𝜕𝜕�̇�𝝅

� �̇�𝝅 +
𝜕𝜕�̇�𝜶
𝜕𝜕𝜇𝜇
� = 𝑾𝑾�𝐽𝐽�̈�𝝅 + ⋯ ,. 

і структурну матрицю силових елементів у  
вигляді: 

𝑾𝑾𝑃𝑃 = �
𝜕𝜕𝝆𝝆
𝜕𝜕𝒒𝒒
� , (16) 

або через диференціальні структури за допомо-
гою матриці 𝑮𝑮: 

𝑾𝑾�𝑃𝑃 = �
𝜕𝜕�̇�𝝆
𝜕𝜕�̇�𝒒
� �
𝜕𝜕�̇�𝒒
𝜕𝜕�̇�𝝅

� = �
𝜕𝜕�̇�𝝆
𝜕𝜕�̇�𝒒
� 𝑮𝑮 , (17) 

або безпосереднім диференціюванням за псев-
дошвидкостями: 

𝑾𝑾𝑃𝑃 = �
𝜕𝜕�̇�𝝆
𝜕𝜕�̇�𝝅

� . (18) 

Розглянута динамічна система (рис. 1, 2) має 
просторовий рух ланок, тому рівняння динаміки 
представлено у вигляді рівнянь Апеля [1]: 

𝑼𝑼 = ��
𝑾𝑾�𝐶𝐶𝑖𝑖

𝑇𝑇 𝑚𝑚𝑖𝑖�⃗�𝑎𝐶𝐶𝑖𝑖 +

+𝑾𝑾�𝜔𝜔𝑖𝑖
𝑇𝑇 ��𝐽𝐽𝑖𝑖� ⋅ 𝜀𝜀𝑖𝑖 + 𝜔𝜔��⃗ 𝑖𝑖 × �𝐽𝐽𝑖𝑖� ⋅ 𝜔𝜔��⃗ 𝑖𝑖�

�
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

− 

−𝑾𝑾�𝑃𝑃
𝑇𝑇𝑷𝑷 = 0,  

(19) 

де n – число твердих тіл у моделі; 𝑚𝑚𝑖𝑖, �𝐽𝐽𝑖𝑖�, �⃗�𝑎𝐶𝐶𝑖𝑖, 𝜔𝜔��⃗ 𝑖𝑖, 
𝜀𝜀𝑖𝑖 – маса, тензор інерції, прискорення центра мас, 
кутова швидкість і кутове прискорення і-го тіла; 
𝑾𝑾�𝐶𝐶𝑖𝑖, 𝑾𝑾�𝜔𝜔𝑖𝑖 – структурні матриці відповідно радіус-
векторів центрів мас і кутових швидкостей тіл, 
формули для яких наведено нижче. 

Вектори �⃗�𝑎𝐶𝐶𝑖𝑖 задано в абсолютній системі ко-
ординат, а вектори 𝜔𝜔��⃗ 𝑖𝑖, 𝜀𝜀𝑖𝑖 – у пов’язаних із тілами 
системах координат (звичайно з осями – голов-
ними осями інерції). Структурні матриці 𝑾𝑾�𝐶𝐶𝑖𝑖, 𝑾𝑾�𝜔𝜔𝑖𝑖 
формуються через матрицю 𝑮𝑮 з (15): 

𝑾𝑾�𝐶𝐶𝑖𝑖
и =

𝜕𝜕𝑟𝑟𝐶𝐶𝑖𝑖
𝜕𝜕𝝅𝝅

=
𝜕𝜕𝑣𝑣�⃗ 𝐶𝐶𝑖𝑖
𝜕𝜕�̇�𝝅

= 𝑾𝑾𝐶𝐶𝑖𝑖
и 𝑮𝑮, 

𝑾𝑾�𝜔𝜔𝑖𝑖
и =

𝜕𝜕𝜔𝜔���⃗ 𝑖𝑖
(𝑖𝑖)

𝜕𝜕�̇�𝝅
= 𝑾𝑾𝜔𝜔𝑖𝑖

и 𝑮𝑮. 

Таким чином, і кінематичні параметри �⃗�𝑎𝐶𝐶𝑖𝑖, 
𝜔𝜔��⃗ 𝑖𝑖,  𝜀𝜀𝑖𝑖  також програмно сформовано автома-
тично за геометричними і диференціальними 
структурами: 

�̈�𝑟𝐶𝐶𝑖𝑖 =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜇𝜇
�
𝜕𝜕𝑟𝑟𝐶𝐶𝑖𝑖
𝜕𝜕𝒒𝒒

�̇�𝒒 +
𝜕𝜕𝑟𝑟𝐶𝐶𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜇𝜇

� = 

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜇𝜇
�𝑾𝑾𝐶𝐶𝑖𝑖

и (𝑮𝑮�̇�𝝅 + 𝜸𝜸) +
𝜕𝜕𝑟𝑟𝐶𝐶𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜇𝜇

� = 𝑾𝑾�𝐶𝐶𝑖𝑖
и �̈�𝝅 + ⋯, 

𝜔𝜔��⃗ 𝑖𝑖
(𝑖𝑖) = 𝑾𝑾𝜔𝜔𝑖𝑖

и �̇�𝒒 = 𝑾𝑾�𝜔𝜔𝑖𝑖
и �̇�𝝅 + ⋯, 

http://www.mtf-khntusg.at.ua/index/visniki/
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𝜀𝜀𝑖𝑖
(𝑖𝑖) =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜇𝜇
�𝑾𝑾�𝜔𝜔𝑖𝑖

и �̇�𝝅+. . . � = 𝑾𝑾�𝜔𝜔𝑖𝑖
и �̈�𝝅 + ⋯. 

Матриця 𝑮𝑮 у вищенаведених формулах (у 
транспонованому вигляді) є загальним співмнож-
ником, який винесено ліворуч. Тому, одержано 
рівняння у вигляді: 

𝑮𝑮𝑇𝑇 = ��
𝑾𝑾𝐶𝐶𝑖𝑖

и 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑖𝑖�⃗�𝑎𝐶𝐶𝑖𝑖 +

+𝑾𝑾𝜔𝜔𝑖𝑖
и 𝑇𝑇 �

�𝐽𝐽𝑖𝑖
(𝑖𝑖)� ⋅ 𝜀𝜀𝑖𝑖

(𝑖𝑖) +
+𝜔𝜔��⃗ 𝑖𝑖

(𝑖𝑖) × �𝐽𝐽𝑖𝑖
(𝑖𝑖)� ⋅ 𝜔𝜔��⃗ 𝑖𝑖

(𝑖𝑖)�
�

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

− 

−𝑾𝑾𝑃𝑃
𝑇𝑇𝑷𝑷 = 0 . 

(20) 

Рівняння динаміки неголономної системи 
отримано лінійною комбінацією рівнянь динаміки 
голономної системи з коефіцієнтами, взятими з 
лінійної форми [11]. Для чисельного інтегрування 
СЗДР перетворено (20) до нормальної форми 
Коші в псевдокоординатах: 

�
�̇�𝒒 = 𝒗𝒗 ,
�̇�𝒗 = 𝑴𝑴−1𝑭𝑭 , (21) 

де 𝑴𝑴 = ∑ �𝑾𝑾𝐶𝐶𝑖𝑖
𝑇𝑇 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑾𝑾𝐶𝐶𝑖𝑖 + 𝑾𝑾𝜔𝜔𝑖𝑖

𝑇𝑇 �𝐽𝐽𝑖𝑖�𝑾𝑾𝜔𝜔𝑖𝑖�
𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  – матриця 

інерції системи; 𝑭𝑭 – вектор-матриця узагальнених 
сил системи, за винятком доданків з інерційних 
членів лівої частини (14), (15), що не містять уза-
гальнених прискорень, яку одержано, підстави-
вши в аналітичні вирази рівнянь руху псевдопри-
скорення, що дорівнюють нулю, й взявши резуль-
тат зі зворотним знаком, тобто: 𝑭𝑭 = −𝑼𝑼|�̈�𝝅=0. 

Перше рівняння (21), при 𝒗𝒗 = �̇�𝝅, збігається з 
виразом залежних узагальнених швидкостей че-
рез псевдошвидкості. Початковими умовами для 
системи (21) будуть значення узагальнених коор-
динат і незалежних узагальнених швидкостей 
(псевдошвидкостей) у початковий момент часу: 

𝒒𝒒|𝑡𝑡=0 = 𝒒𝒒0,𝝅𝝅|𝑡𝑡=0 = 𝝅𝝅0. 

Динамічна модель трактора (рис. 1, 2) має чо-
тири узагальнених координати, тобто чотири сту-
пені свободи. Вектор узагальнених координат 
має вигляд: 

�̇�𝒒 = [𝑋𝑋𝑇𝑇 ,𝑋𝑋𝑇𝑇,𝑋𝑋𝑇𝑇 ,𝛽𝛽𝑇𝑇]𝑇𝑇 (22) 
де 𝑋𝑋𝑇𝑇, 𝑋𝑋𝑇𝑇, 𝑋𝑋𝑇𝑇 – повздовжня, поперечна та верти-
кальна координата центра мас трактора. 

В якості незалежних координат із залежними 
варіаціями обрано: 

�̇�𝒗 = [𝛼𝛼𝑇𝑇 , 𝛾𝛾𝑇𝑇 ,𝜙𝜙11𝑇𝑇 ,𝜙𝜙12𝑇𝑇 ,𝜙𝜙21𝑇𝑇 ,𝜙𝜙22𝑇𝑇 ]𝑇𝑇 , (23) 

де 𝜙𝜙11𝑇𝑇 ,  𝜙𝜙12𝑇𝑇 , 𝜙𝜙21𝑇𝑇 ,  𝜙𝜙22𝑇𝑇  – кути повороту коліс  
трактора (переднього лівого, переднього пра-
вого, заднього лівого, заднього правого) навколо 
осі обертання; 

Рівняння незалежних координат із залеж-
ними варіаціями у формі Коші мають вигляд: 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧�̇�𝛼Т =

аТ�̇�𝑋Т + 𝑏𝑏Т�̇�𝑋Т + 𝑐𝑐�̇�𝑋Т

cos𝛾𝛾Т − 𝑑𝑑Т sin 𝛾𝛾Т −

−
𝛽𝛽Т�𝑑𝑑Тcos𝛾𝛾Т + 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛾𝛾Т�

cos𝛾𝛾Т − 𝑑𝑑Т sin 𝛾𝛾Т ;

�̇�𝛾𝑇𝑇 = 𝛼𝛼𝑇𝑇𝛽𝛽𝑇𝑇 + 𝑣𝑣𝑃𝑃𝑥𝑥𝑇𝑇
𝜇𝜇𝜇𝜇 𝛾𝛾𝑇𝑇

𝑙𝑙𝑇𝑇
;

�̇�𝜙11𝑇𝑇 =
𝑣𝑣𝐶𝐶11𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑋𝑋𝐶𝐶11
𝑇𝑇 ;   �̇�𝜙12𝑇𝑇 =

𝑣𝑣𝐶𝐶12𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑋𝑋𝐶𝐶21
𝑇𝑇 ;   

�̇�𝜙21𝑇𝑇 =
𝑣𝑣𝐶𝐶21𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑋𝑋𝐶𝐶21
𝑇𝑇 ;   �̇�𝜙22𝑇𝑇 =

𝑣𝑣𝐶𝐶22𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑋𝑋𝐶𝐶22
𝑇𝑇 .

 (24) 

Розв’язано систему лінійних рівнянь (21) ме-
тодом Краута [12] за допомогою ССКА «КиДиМ» 
[13]. Чисельно систему рівнянь у формі Коші (21) 
вирішено в GNU Octave [14]. 

Висоту профілю опорної поверхні задано  
для лівого та правого борта колісного трактора 
окремо: 

ℎ11 = ℎл(𝜇𝜇); 
ℎ12 = ℎп(𝜇𝜇); 

ℎ21 = ℎл(𝜇𝜇 + 𝜇𝜇0); 
ℎ22 = ℎп(𝜇𝜇 + 𝜇𝜇0); 

𝜇𝜇0 = 𝑙𝑙 𝑣𝑣⁄ , 

(25) 

де ℎл(𝜇𝜇), ℎп(𝜇𝜇) – функція висоти профілю опорної 
поверхні для лівого та правого борта трактора; 
𝑙𝑙 – база трактора; 𝑣𝑣 – швидкість руху. 

 

 
 

Рис. 4. Траєкторія руху трактора  
при 𝜓𝜓 = 0, рад., 𝑣𝑣 = 2,8, м/с  

 
Виконано теоретичне дослідження руху 

трактора ХТЗ-242К.20 з постійною швидкістю 
руху 2,8 м/с та заданому куті злому піврам 0,  
0,15 та 0,45 рад. Профіль опорної поверхні 
прийнятий рівним без нахилу до горизонту 
ℎл(𝜇𝜇) = 0, ℎп(𝜇𝜇) = 0. Розраховано траєкторії руху 
трактора (рис. 4-6). На початку руху трактора 
присутній перехідний процес, що виявляється 
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зниженні по вертикалі положення центра мас 
трактора на 30-40 мм. 

 

 
 

Рис. 5. Траєкторія руху трактора при  
при 𝜓𝜓 = 0,15, рад., 𝑣𝑣 = 2,8, м/с 

 

 
 

Рис. 6. Траєкторія руху трактора при при 
𝜓𝜓 = 0,45, рад., 𝑣𝑣 = 2,8, м/с 

 
Висновки 
1. Дослідження динаміки трактора з шарнір-

но-з’єднаною рамою, що враховують нерівності 
опорної поверхні потребують складання кінема-
тичних схем, динамічних та математичних моде-
лей досліджуваної машини. Отримано залежно-
сті швидкостей точок кінематичної моделі трак-
тора, що не вироджуються при 𝜓𝜓 = 0, тобто при 
прямолінійному русі трактора. Точки взаємодії ко-
ліс із ґрунтом обрано, як миттєво нерухливі. 

2. Рама трактора, як тверде тіло та без ура-
хування неголономних зв’язків, має 6 ступенів 
свободи та 6 незалежних швидкостей �̇�𝑋, �̇�𝑋, �̇�𝑋, 
𝜔𝜔𝑥𝑥,𝜔𝜔𝑦𝑦,𝜔𝜔𝑧𝑧. Встановлено, що з урахуванням кута ψ 
та неголономного зв’язку, як миттєвого центра 
швидкостей у площині 𝐶𝐶𝑥𝑥𝑦𝑦, кількість незалежних 
швидкостей стає 4 – �̇�𝑋, �̇�𝑋, �̇�𝑋,𝜔𝜔𝑦𝑦. 

3. Виконано теоретичне дослідження руху 
трактора ХТЗ-242К.20 з постійною швидкістю 
руху 2,8 м/с та заданому куті злому піврам, який 
дорівнює 0, 0,15 та 0,45 рад. Розраховано траєк- 

торії руху трактора. Профіль опорної поверхні 
прийнятий рівним, без нахилу до горизонту 
ℎл(𝜇𝜇) = 0, ℎп(𝜇𝜇) = 0.  
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Аннотация 
 

К исследованиям динамики трактора с шарнирно-соединений рамой 
и учетом неравенства опорной поверхности 

И.В. Галич, Р.В. Антощенков, В.Н. Антощенков 
В работе приведен метод исследования динамики трактора с шарнирно-соединенной рамой, учи-

тывающий неровности опорной поверхности. Отмечено, что для решения научной проблемы динамики 
тракторов и сельскохозяйственных агрегатов необходимо провести исследование динамики, опреде-
лить взаимосвязь между динамическими и энергетическими показателями их функционирования. Мно-
гообразие конструкций и технологических схем с различными способами агрегатирования нуждаются 
в повышении количества математических моделей для исследования динамики и оценки эффективно-
сти их использования и, соответственно, способов агрегатирования. Поэтому необходимо обосновать 
методологию исследования динамики сельскохозяйственных агрегатов, позволит эффективно опреде-
лять их характеристики с учетом схем агрегатирования и одновременной оценке влияния опорной по-
верхности на динамику и энергоэффективность. Предложено математическую модель пространствен-
ной динамики трактора. Составлены уравнения кинематических связей характерных точек трактора. 
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Использовано уравнение Апеля для составления уравнений динамики трактора, учитывающее форму 
опорной поверхности. Исследована математическая модель трактора. Получены зависимости скоро-
стей точек кинематической модели трактора, не вырождаются при прямолинейном движении трактора. 
Точки взаимодействия колес с грунтом выбраны, как мгновенно неподвижные. Рама трактора – как 
твердое тело и без учета неголономных связей, имеет шесть степеней свободы и шесть независимых 
скоростей. Установлено, что с учетом угла излома полурам трактора и неголономного связи, мгновен-
ного центра скоростей, число независимых скоростей становится четыре. Выполнено теоретическое 
исследование движения трактора ХТЗ-242К.20 с постоянной скоростью движения и заданному углу из-
лома полурам. Рассчитано траектории движения трактора. Профиль опорной поверхности принят ров-
ным, без наклона к горизонту. 

Ключевые слова: трактор, динамика, моделирование, кинематическая схема,  
опорная поверхность. 
 
Abstract 
 

To study the dynamics of the tractor with articulated frame  
and taking into account the inequality of the supporting surface 

I.V. Galych, R.V. Antoshchenkov, V.M. Antoshchenkov 
The paper presents a method for studying the dynamics of a tractor with a pivotally connected frame, 

taking into account the unevenness of the supporting surface. It was noted that to solve the scientific problem 
of the dynamics of tractors and agricultural units, it is necessary to conduct a study of the dynamics, determine 
the relationship between the dynamic and energy indicators of their functioning. The variety of designs and 
technological schemes with various methods of aggregation need to increase the number of mathematical 
models to study the dynamics and evaluate the effectiveness of their use and, accordingly, methods of aggre-
gation. Therefore, it is necessary to substantiate the methodology of studying the dynamics of agricultural 
aggregates, will allow to effectively determine their characteristics taking into account the schemes of aggre-
gation and simultaneous assessment of the influence of the supporting surface on dynamics and energy effi-
ciency. A mathematical model of the spatial dynamics of the tractor is proposed. The equations of kinematic 
relations of characteristic points of a tractor are composed. The Apel equation was used to construct the equa-
tions of the tractor dynamics, taking into account the shape of the supporting surface. The mathematical model 
of a tractor is investigated. The dependences of the velocities of the points of the kinematic model of the tractor 
are obtained; they do not degenerate with the straight-line movement of the tractor. The points of interaction 
of wheels with the ground are selected as instantly immobile. Tractor frame - as a solid body and without taking 
into account nonholonomic bonds, has six degrees of freedom and six independent speeds. It is established 
that, taking into account the angle of fracture of the tractor half-frames and the nonholonomic connection, the 
instantaneous center of speed, the number of independent speeds becomes four. A theoretical study of the 
movement of the XTZ-242K.20 tractor with a constant speed of movement and a given angle of fracture of the 
half-frames was carried out. Calculated the trajectory of the tractor. The profile of the support surface is as-
sumed to be smooth, without inclination to the horizon. 

Keywords: tractor, dynamics, modeling, kinematic scheme, supporting surface. 
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