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В результаті проведених теоретичних досліджень отримано математичну модель руху секцій 
шарнірно-зчленованої колісної машини нерівностями. При складанні динамічної моделі руху шар-
нірно-зчленованого колісного трактора нерівностями були враховані основні конструктивні пара-
метри, що впливають на стійкість його положення в площині, перпендикулярній до опорної повер-
хні, а також характеристики самої опорної поверхні. Запропонований підхід дозволяє врахувати 
вертикальні й кутові коливання підресореної й непідресорених мас; в’язко-пружні характеристики 
підвіски й шин трактора. Для побудови рівнянь руху секцій трактора використано рівняння Лагра-
нжа другого роду та, виходячи з конструктивних особливостей шарнірно-зчленованого колісного 
трактора, прийнятий ряд припущень для спрощення математичної моделі. У розглянутому варіанті 
сполучний шарнір трактора являє собою стандартну конструкцію без пружнього елементу. Тобто, 
зневажаючи тертям у горизонтальному шарнірі, прийнято, що секції трактора рухаються у верти-
кальній поперечній площині незалежно друг від друга (параметри руху та опорної поверхні не до-
пускають змикання упорів сполучного шарніра). Зміна кутів нахилу твірних нерівностей поверхні 
під колесами секцій шарнірно-зчленованого трактору задана у вигляді періодичних функцій. В яко-
сті параметру динамічної стійкості положення розглянуті кутові швидкості секцій у поперечній пло-
щині, перпендикулярній до опорної поверхні.  

Проведено розрахунки на прикладі колісного шарнірно-зчленованого трактора з номінальним 
тяговим зусиллям 35 кН з відповідними характеристиками з застосуванням чисельного розв’язку з 
використанням ПЕОМ (чисельний метод Рунге-Кутти з корекцією кроку за часом).  
Похибка у визначенні максимальних кутових швидкостей секцій у вертикальній поперечній 
площині з використанням математичного моделювання, порівняно з експериментальними даними, 
складала не більше 10%. 
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Вступ. При вивченні процесу руху колісних 

машин, у тому числі і шарнірно-зчленованих, не-
рівностями для оцінки їх стійкості положення і 
плавності ходу звичайно користуються різні тео-
рії, в яких залишаються однаковими як показники 
параметрів коливальних процесів, так і способи 
складання диференціальних рівнянь руху. Відріз-
няються вони, серед іншого, також визначенням 
функції впливу нерівностей поверхні на колісну 
машину. Так, в аналітичній теорії в якості функції 
впливу використовують синусоїдальні профілі 
нерівностей реально існуючих поверхонь, якими 
рухаються машини, а в статистичній – кореля-
ційну функцію. При цьому обидві теорії за вихідні 
дані функції впливу використовують параметри 
видимих нерівностей опорної поверхні. Питан-
нями стійкості положення тракторних агрегатів 
при їхній роботі за важких дорожніх умов, у тому 
числі на схилах, займався ряд вітчизняних і зако-
рдонних вчених. Але і в теперішній час питання 
математичного моделювання руху шарнірно-

зчленованих колісних машин задля забезпе-
чення їхньої стійкості положення є актуальними.  

Аналіз останніх досягнень і публікацій. 
При описі руху колісної машини математичною 
моделлю прийнято представляти її у вигляді ба-
гатомасової системи, що складається з підресо-
рених і непідресорених мас [1-3]. Дослідженнями 
характеристик руху динамічних систем, у тому чи-
слі колісних машин, займалася велика кількість 
авторів [4-14]. При цьому більша частина робіт 
була спрямована на визначення параметрів стій-
кості руху й плавності ходу, а в роботах [4, 7, 8] у 
якості інструмента математичного моделювання 
використовувалися рівняння Лагранжа другого 
роду. Визначення характеристик стійкості поло-
ження нерозривно пов’язане як з конструктив-
ними параметрами машини, так і з параметрами 
руху. Встановлено, що великий вплив на стійкість 
положення при русі нерівностями виявляють різні 
конструктивні фактори, у тому числі – підвіска та 
шини машин [4, 5, 15, 16]. У той же час питанням 
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вивчення динамічної стійкості положення шарні-
рно-зчленованих колісних машин під час руху не-
рівностями приділено недостатньо уваги. 

Мета и постановка завдань. Метою роботи 
є підвищення стійкості положення шарнірно-
зчленованих колісних тракторів на основі аналізу 
їх руху нерівностями. Для досягнення поставле-
ної мети необхідно вирішити наступні завдання: 
обгрунтувати ряд припущень для спрощення ма-
тематичної моделі; обрати збурювальну функ-
цію, що задовільно описуючи реальні збурю-
вання, разом з тим мала б досить просте аналі-
тичне вираження; отримати математичної моделі 
руху секцій шарнірно-зчленованої колісної ма-
шини нерівностями, що дозволяє врахувати вер-
тикальні й кутові коливання підресореної й непід-
ресорених мас, в’язко-пружні характеристики під-
віски й шин трактора. 

Математичне моделювання руху шарні-
рно-зчленованої колісної машини. При скла-
данні динамічної моделі руху шарнірно-зчленова-
ного колісного трактора нерівностями були вра-
ховані основні конструктивні параметри, що 
впливають на стійкість його положення в пло-
щині, перпендикулярній до опорної поверхні, а 
також характеристики самої опорної поверхні.  
Запропонований підхід дозволяє врахувати вер-
тикальні й кутові коливання підресореної й  
непідресорених мас; взаємодію секцій у  
процесі руху; в’язко-пружні характеристики підві-
ски й шин трактора. 

Виходячи з конструктивних особливостей 
шарнірно-зчленованого колісного трактора, 
прийнятий ряд припущень для спрощення мате-
матичної моделі: шарнірно-зчленований трактор 
рухається з постійною швидкістю, наїзд на пере-
шкоди здійснюється колесами одного борту (та-
кий режим руху відповідає найпоширенішим умо-
вам реальної експлуатації); виключається вплив 
жорсткості напіврам на динаміку руху (деформа-
ції напіврам мізерно малі й не виявляють істот-
ного впливу на розглянуті процеси); зв’язок між 
напіврамами здійснюється через шарнір (із пруж-
ним елементом при його наявності). При цьому 
відсутні підвищені зазори, зношування, деформа-
ції й втрати на тертя; не враховується поперечна 
деформація шин (внаслідок їхньої значної жорст-
кості); центри мас частин трактора в початковий 
момент перебувають у поздовжній площині його 
симетрії; трактор рухається твердою опорною по-
верхнею, її деформація не враховується; вагою 
елементів підвіски передньої секції зневажаємо. 

У даному варіанті сполучний шарнір трактора 
являє собою стандартну конструкцію без пруж-
нього елементу. Тобто, зневажаючи тертям у го-
ризонтальному шарнірі, можна прийняти, що сек-
ції трактора рухаються у вертикальній поперечній 

площині незалежно друг від друга (параметри 
руху та опорної поверхні не допускають змикання 
упорів сполучного шарніра). 

Після прийняття цих допущень були складені 
динамічні моделі руху передньої секції трактора 
(із чотирма ступенями волі) і задньої секції (із 
двома ступенями волі) (рис. 1). Прийняті моделі 
використовувалися надалі для складання мате-
матичного опису руху секцій трактора.  
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Рис. 1. Схеми руху секцій шарнірно-зчленованої 
колісної машини без пружнього елементу у гори-

зонтальному шарнірі: а – передня секція;  
б – задня секція 

 
Нерухома система координат ZOY пов’язана 

з горизонтальною поверхнею, причому вісь OZ 
проходить через середину мосту трактора. Прий-
маємо, що дана точка рухається тільки в поздов-
жній площині ZOX. Координати центрів мас трак-
тора позначимо через 𝑧𝑧н1, 𝑦𝑦н1 для непідресоре- 
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ної маси передньої секції, через 𝑧𝑧п1, 𝑦𝑦п1 для під-
ресореної маси передньої секції, через 𝑧𝑧2, 𝑦𝑦2 для 
задньої секції.  

При складанні динамічної моделі введемо 
наступні позначення для секцій шарнірно-зчлено-
ваного трактора (індексом 1 позначені параметри 
передньої секції, індексом 2 – задньої секції тра-
ктора): 𝑚𝑚н1 – маса непідресореної частини перед-
ньої секції; 𝑚𝑚п1 – маса підресореної частини пе-
редньої секції; 𝑚𝑚п1 + 𝑚𝑚н1 = 𝑚𝑚1 – маса передньої 
секції; 𝑚𝑚2 – маса задньої секції; 𝐽𝐽н1 – центральний 
момент інерції непідресореної маси передньої 
секції; 𝐽𝐽п1 – центральний момент інерції підресо-
реної маси передньої секції; 𝐽𝐽2 – центральний мо-
мент інерції задньої секції; Ср1 – жорсткість ре-
сори підвіски у вертикальному напрямку; 𝜂𝜂а1 – ко-
ефіцієнт демпфірування амортизатора підвіски; 
Сш = Сш1 = Сш2 – радіальна жорсткість шини; 
𝜂𝜂ш = 𝜂𝜂ш1 = 𝜂𝜂ш2 – коефіцієнт демпфірування 
шини; 𝑅𝑅д = 𝑅𝑅д1 = 𝑅𝑅д2 – динамічний радіус колеса; 
𝜓𝜓1 – кут нахилу утворюючої нерівності поверхні 
під колесом передньої секції (рис. 1а); 𝜓𝜓2 – кут на-
хилу утворюючої нерівності поверхні під колесом 
задньої секції (рис. 1б); 𝜃𝜃1 – кут нахилу передньої 
секції внаслідок нерівномірної радіальної дефор-
мації шин; 𝜃𝜃2 – кут нахилу задньої секції внаслідок 
нерівномірної радіальної деформації шин; 𝜙𝜙1 – 

кут нахилу підресореної маси передньої секції на 
підвісці; ℎп1 – відстань між підвіскою передньої 
секції у статичному горизонтальному положенні 
трактора й центром непідресореної маси; ℎ𝑝𝑝1 – 
плече крену підресореної маси передньої секції; 
𝐵𝐵р1 – ресорна база; ℎ𝑐𝑐в2 – відстань між центром 
мас задньої секції й віссю обертання колеса; 𝛥𝛥н1 
– лінійне переміщення центра непідресореної 
маси передньої секції нормаллю до опорної пове-
рхні; 𝛥𝛥п1 – лінійне переміщення центру підресоре-
ної маси передньої секції нормаллю до осі коліс; 
𝛥𝛥2 – лінійне переміщення центру мас задньої се-
кції нормаллю до опорної поверхні. 

Відповідно до прийнятих припущень для дос-
лідження процесу руху секцій шарнірно-зчлено-
ваного колісного трактора розглянемо рух цент-
рів його підресореної й непідресореної мас пе-
редньої секції й центру мас задньої секції щодо 
координатних осей Y і Z. При цьому передню се-
кцію трактора будемо розглядати як двохмасову 
динамічну систему із чотирма ступенями волі, відпо-
відними незалежним параметрам 𝛥𝛥н1, 𝛥𝛥п1, 𝜙𝜙1, 𝜃𝜃1. 
Задню секцію трактора будемо розглядати як одно-
масову динамічну систему із двома ступенями волі, 
відповідними незалежним параметрам 𝛥𝛥2, 𝜃𝜃2. 

На рис. 2 показаний приклад поверхні дороги 
з нерівностями, якою здійснюється рух. 

 

 
 

Рис. 2. Загальний вид поверхні, якою здійснюється рух шарнірно-зчленованого колісного трактора 
 
При розв’язанні прикладних завдань, пов’яза-

них з використанням спрощеної моделі, виникає 
необхідність у виборі таких збурювальних функ-
цій, що задовільно описуючи реальні збурювання, 
разом з тим мали б досить просте аналітичне ви-
раження. З періодичних функцій зазначеним умо-
вам добре задовольняють синусоїди, які можуть 
служити елементами для побудови довільних  

періодичних функцій. Стосовно до завдань стій-
кості синусоїдальні функції зручні тим, що ними 
можуть апроксимуватися імпульсні впливи від 
збурювань, що мають форму квадратного імпу-
льсу, періодичної квадратної або пилкоподібної 
хвилі і так далі. Виходячи із цього, кути нахилу 
твірних нерівностей поверхні під колесами секцій 
𝜓𝜓1 і 𝜓𝜓2 задаються у вигляді періодичних функцій.  
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З урахуванням зсуву за часом моментів наї-
зду коліс одного борту на нерівності поверхні, ці 
функції будуть мати вигляд 

𝜓𝜓1 = 𝛽𝛽 + 𝐴𝐴𝜓𝜓 ⋅ cos �
2 ⋅ 𝜋𝜋
𝑙𝑙н

⋅ 𝑥𝑥� ; (1) 

𝜓𝜓2 = 𝛽𝛽 + 𝐴𝐴𝜓𝜓 ⋅ cos �
2 ⋅ 𝜋𝜋
𝑙𝑙н

⋅ (𝑥𝑥 − 𝐿𝐿)�, (2) 

де А𝜓𝜓 = arcsin(ℎн 𝐵𝐵⁄ ) – амплітуда зміни 𝜓𝜓; ℎн – ам-
плітуда коливань нерівностей; 𝑙𝑙н – відстань між 
нерівностями; 𝐿𝐿 – поздовжня колісна база трак-
тора; 𝑥𝑥 – поточне значення координати центра 
мас непідресореної частини передньої секції у 
напрямку руху машини. 

Для побудови рівнянь руху секцій трактора 
будемо використовувати рівняння Лагранжа дру-
гого роду, оскільки при прийнятих припущеннях 
розглянуті механічні системи є голономними.  
Для цього необхідно виписати вирази для кінети-
чної й потенційної енергії через узагальнені коор-
динати. Попередньо визначимо геометричні  
положення центрів мас підресореної та непідре-
сореної частин передньої секції, задньої секції 
шарнірно-зчленованого трактора в прийнятій  
системі координат. 

Для прийнятої динамічної системи виписано 
рівняння Лагранжа другого роду з урахуванням 
сил в’язкої дисипації 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
�
𝜕𝜕Т
𝜕𝜕�̇�𝑞𝑖𝑖

� +
𝜕𝜕П
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖

= 𝑄𝑄𝑖𝑖 , (3) 

де Т, П – кінетична й потенційна енергія системи 
відповідно; 𝑞𝑞𝑖𝑖 ,  �̇�𝑞𝑖𝑖 – узагальнені координати й шви-
дкості переміщення центрів мас; 𝑄𝑄𝑖𝑖 – узагальнені 
сили, що відповідають дисипативним непотенцій-
ним силам.  

За узагальнені координати прийняті введені 
раніше лінійні переміщення центрів непідресоре-
ної та підресореної мас передньої секції 𝑞𝑞1 = 𝛥𝛥н1, 
𝑞𝑞3 = 𝛥𝛥п1, лінійне переміщення центра мас задньої 
секції 𝑞𝑞5 = 𝛥𝛥2 та кутові координати  𝑞𝑞2 = 𝜃𝜃1, 𝑞𝑞6 =
𝜃𝜃2,𝑞𝑞4 = 𝜙𝜙1 – кути нахилу передньої та задньої се-
кцій на шинах і підресореної маси передньої сек-
ції на підвісці відповідно.  

Отримано вирази для визначення компонент 
лінійних швидкостей. Також були визначені кутові 
швидкості секцій і виписані вирази для повної кі-
нетичної енергії 𝜕𝜕1 і 𝜕𝜕2 досліджуваних систем 

𝜕𝜕1 =
𝑚𝑚н1

2
⋅ [(�̇�𝑦н1)2 + (�̇�𝑧н1)2] + 

(4) 
+
𝑚𝑚п1

2
⋅ [(�̇�𝑦п1)2 + (�̇�𝑧п1)2] + 

+
1
2
⋅ 𝐽𝐽н1 ⋅ (�̇�𝜓1 + �̇�𝜃1)2 + 

+
1
2
⋅ 𝐽𝐽п1 ⋅ (�̇�𝜓1 + �̇�𝜃1 + �̇�𝜙1)2; 

𝜕𝜕2 =
𝑚𝑚2

2
⋅ [(�̇�𝑦2)2 + (�̇�𝑧2)2] +

1
2
⋅ 𝐽𝐽2 ⋅ (�̇�𝜓2 + �̇�𝜃2)2. (5) 

Потенційна енергія передньої секції обумов-
лена вертикальним положенням центрів непідре-
сореної та підресореної мас і деформацією пру-
жних елементів Ср1 і Сш. Потенційна енергія зад-
ньої секції обумовлена положенням центру мас і 
деформацією пружних зв’язків Сш.  

Потенційна енергія Пс1, обумовлена зміною 
положення центрів непідресореної та підресоре-
ної мас передньої секції, визначається залежністю 

Пс1 = 𝑚𝑚н1 ⋅ 𝑔𝑔 ⋅ �

1
2
⋅ 𝐵𝐵 ⋅ tg𝜓𝜓1 +

+
𝑅𝑅д

cos𝜓𝜓1
+ 𝛥𝛥н1 ⋅ cos𝜓𝜓1

� + 

(6) 

+𝑚𝑚п1 ⋅ 𝑔𝑔 ⋅

⎝

⎜⎜
⎛

1
2
⋅ 𝐵𝐵 ⋅ tg𝜓𝜓1 +

𝑅𝑅д
cos𝜓𝜓1

+

+𝛥𝛥н1 ⋅ cos𝜓𝜓1 + (ℎп1 + 𝛥𝛥п1) ×
× cos(𝜓𝜓1 + 𝜃𝜃1) +

+ℎ𝑝𝑝1 ⋅ cos(𝜓𝜓1 + 𝜃𝜃1 + 𝜙𝜙1) ⎠

⎟⎟
⎞

. 

Потенційна енергія Пс2, обумовлена зміною 
положення центру мас задньої секції шарнірно-
зчленованого трактора, визначається залежністю 

Пс2 = 𝑚𝑚2 ⋅ 𝑔𝑔 × 

× �
1
2
⋅ 𝐵𝐵 ⋅ tg𝜓𝜓2 +

𝑅𝑅д
cos𝜓𝜓2

+

+𝛥𝛥2 ⋅ cos𝜓𝜓2 + ℎ𝑐𝑐в2 ⋅ cos(𝜓𝜓2 + 𝜃𝜃2)
� (7) 

Потенційна енергія Пр1, обумовлена дефор-
мацією ресор підвіски передньої секції, визнача-
ється залежністю 

Пр1 =
𝐶𝐶𝑝𝑝1 ⋅ (𝛥𝛥п1 + 𝐵𝐵𝑝𝑝1

2
⋅ 𝜙𝜙1)2

2
+   

  +
𝐶𝐶𝑝𝑝1 ⋅ (𝛥𝛥п1 −

𝐵𝐵𝑝𝑝1
2
⋅ 𝜙𝜙1)2

2
 

(8) 

Потенційні енергії Пш1 та Пш2, обумовлені де-
формацією шин передньої та задньої секцій від-
повідно, визначаються залежностями 

Пш1 =
𝐶𝐶ш ⋅ (𝛥𝛥н1 + 𝐵𝐵

2
⋅ 𝜃𝜃1)2

2
+ 

+
𝐶𝐶ш ⋅ (𝛥𝛥н1 −

𝐵𝐵
2
⋅ 𝜃𝜃1)2

2
 

(9) 

Пш2 =
𝐶𝐶ш ⋅ (𝛥𝛥2 + 𝐵𝐵

2
⋅ 𝜃𝜃2)2

2
+ 

+
𝐶𝐶ш ⋅ (𝛥𝛥2 −

𝐵𝐵
2
⋅ 𝜃𝜃2)2

2
 

(10) 

Вираз для сумарної потенційної енергії П1 пе-
редньої секції надано у вигляді суми потенційних 
енергій обумовлених зміною положення центрів 
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непідресореної та підресореної мас передньої 
секції, деформацією ресор підвіски передньої се-
кції, деформацією шин передньої секції 

П1 = Пс1 + Пр1 + Пш1 = 

= 𝑚𝑚н1 ⋅ 𝑔𝑔 ⋅ �
1
2
⋅ 𝐵𝐵 ⋅ tg𝜓𝜓1 +

𝑅𝑅д
cos𝜓𝜓1

+

+𝛥𝛥н1 ⋅ cos𝜓𝜓1
�+ 

(11) 

+𝑚𝑚п1 ⋅ 𝑔𝑔 ⋅

⎝

⎜⎜
⎛

1
2
⋅ 𝐵𝐵 ⋅ tg𝜓𝜓1 +

𝑅𝑅д
cos𝜓𝜓1

+

+𝛥𝛥н1 ⋅ cos𝜓𝜓1 + (ℎп1 + 𝛥𝛥п1) ×
× cos(𝜓𝜓1 + 𝜃𝜃1) +

+ℎ𝑝𝑝1 ⋅ cos(𝜓𝜓1 + 𝜃𝜃1 + 𝜙𝜙1) ⎠

⎟⎟
⎞

+ 

+
𝐶𝐶𝑝𝑝1 ⋅ (𝛥𝛥п1 + 𝐵𝐵𝑝𝑝1

2
⋅ 𝜙𝜙1)2

2
+ 

+
𝐶𝐶p1 ⋅ (𝛥𝛥п1 −

𝐵𝐵𝑝𝑝1
2
⋅ 𝜙𝜙1)2

2
+ 

+
𝐶𝐶ш ⋅ (𝛥𝛥н1 + 𝐵𝐵

2
⋅ 𝜃𝜃1)2

2
+
𝐶𝐶ш ⋅ (𝛥𝛥н1 −

𝐵𝐵
2
⋅ 𝜃𝜃1)2

2
 . 

Вираз для сумарної потенційної енергії П2 за-
дньої секції надано у вигляді 

П2 = Пс2 + Пш2 = 𝑚𝑚2 ⋅ 𝑔𝑔 × 

(12) 
×⋅ �

1
2
⋅ 𝐵𝐵 ⋅ tg𝜓𝜓2 +

𝑅𝑅д
cos𝜓𝜓2

+ 𝛥𝛥2 ⋅ cos𝜓𝜓2 +

+ℎ𝑐𝑐в2 ⋅ cos(𝜓𝜓2 + 𝜃𝜃2)
� + 

+
𝐶𝐶ш ⋅ (𝛥𝛥2 + 𝐵𝐵

2
⋅ 𝜃𝜃2)2

2
+
𝐶𝐶ш ⋅ (𝛥𝛥2 −

𝐵𝐵
2
⋅ 𝜃𝜃2)2

2
 .  

Вирази для потенційної енергії пружних еле-
ментів виписані приблизно, з точністю до квадра-
тичних щодо узагальнених змінних доданків. То-
чні вирази не наведені через їхню громіздкість, а 
також, оскільки надалі передбачається проце-
дура лінеаризації. 

Узагальнені сили визначаються дисипацією у 
підвісці передньої секції та шинах двох секцій і 
можуть бути представлені у вигляді виразів 

𝑄𝑄1 = −2𝜂𝜂ш�̇�𝛥н1,𝑄𝑄2 = 

(13) = −
𝐵𝐵2

2
𝜂𝜂ш�̇�𝜃1,𝑄𝑄3 = −2𝜂𝜂𝑎𝑎1�̇�𝛥п1, 

𝑄𝑄4 = −
𝐿𝐿𝑝𝑝12

2
𝜂𝜂𝑎𝑎1�̇�𝜙1, 

𝑄𝑄5 = −2𝜂𝜂ш�̇�𝛥2,  

𝑄𝑄6 = −
𝐵𝐵2

2
𝜂𝜂ш�̇�𝜃2.  

З врахуванням викладеного вище отримані 
рівняння руху секцій шарнірно-зчленованого ко-
лісного трактора нерівностями. Через малість 

введених узагальнених координат отримані рів-
няння Лагранжа були лінеаризовані щодо поло-
ження рівноваги, яка відповідає горизонтальному 
положенню трактора. При цьому помилка, що до-
пускається при лінеаризації моделі, іде в запас 
стійкості [17]. Лінеаризовані рівняння руху зручно 
представити в матричному вигляді 

𝐴𝐴𝑖𝑖�̈�𝑞𝑖𝑖 + 𝐷𝐷𝑖𝑖�̇�𝑞𝑖𝑖 + 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑞𝑞𝑖𝑖 = 𝐹𝐹𝑖𝑖 (14) 

де 𝑞𝑞1 = (𝛥𝛥н1,𝜃𝜃1,𝛥𝛥п1,𝜙𝜙1)𝑇𝑇 – вектор-стовпець узага-
льнених координат для передньої секції; 𝑞𝑞2 =
(𝛥𝛥2,𝜃𝜃2)𝑇𝑇 – вектор-стовпець узагальнених коорди-
нат для задньої секції; A, D, C – відповідно мат-
риця кінетичної енергії, матриця дисипації, мат-
риця потенційної енергії; F – вектор правих час-
тин, який містить вирази для сили інерції, що від-
повідає зміні кута 𝜓𝜓; 𝑖𝑖– номер секції.  

Вирази для елементів матриць A1, D1, C1 ма-
ють вигляд для передньої секції: 

𝐴𝐴1 = 

(15) 
=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

𝑚𝑚1 0 𝑚𝑚п1 0

0
𝑚𝑚п1 ×

× (ℎр1 − ℎп1)2 +
+𝐽𝐽п1 + 𝐽𝐽н1

0
𝑚𝑚п1ℎр1 ×

× (ℎр1 − ℎп1) +
+𝐽𝐽п1

𝑚𝑚п1 0 𝑚𝑚п1 0

0
𝑚𝑚п1ℎр1 ×

× �ℎр1 − ℎп1� +
+𝐽𝐽п1

0 𝑚𝑚п1ℎр12 + 𝐽𝐽п1
⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

𝐷𝐷1 =

⎝

⎜⎜
⎜
⎛

2𝜂𝜂ш 0 0 0

0
𝐵𝐵2

2
𝜂𝜂ш 0 0

0 0 2𝜂𝜂𝑎𝑎1 0

0 0 0
𝐿𝐿𝑝𝑝12

2
𝜂𝜂𝑎𝑎1⎠

⎟⎟
⎟
⎞

 (16) 

𝐶𝐶1 = 

(17) =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

2𝐶𝐶ш 0 0 0

0

𝐵𝐵2

2
𝐶𝐶ш −

−𝑚𝑚п1𝑔𝑔 ×
× �ℎр1 − ℎп1�

0 −𝑚𝑚п1𝑔𝑔ℎр1

0 0 2𝐶𝐶𝑝𝑝1 0

0 −𝑚𝑚п1𝑔𝑔ℎр1 0
𝐵𝐵𝑝𝑝12

2
𝐶𝐶𝑝𝑝1 −

−𝑚𝑚п1𝑔𝑔ℎр1⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

Вирази для елементів матриць A2, D2, C2 ма-
ють вигляд для задньої секції: 

𝐴𝐴2 = �
𝑚𝑚2 0
0 𝑚𝑚2ℎсв22 + 𝐽𝐽2

� ; (18) 

𝐷𝐷2 = �
2𝜂𝜂ш 0

0
𝐵𝐵2

2
𝜂𝜂ш
� (19) 
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𝐶𝐶2 = �
2𝐶𝐶ш 0

0
𝐵𝐵2

2
𝐶𝐶ш −𝑚𝑚2𝑔𝑔ℎсв2

� . (20) 

Вирази для елементів вектора F були пред-
ставлені у вигляді розкладань за ступенями 𝜓𝜓(𝑑𝑑) 
і �̇�𝜓(𝑑𝑑) до третього порядку включно, що дає мож-
ливість враховувати досить великі величини від-
хилення 𝜓𝜓 від нульового рівня.  

 
 

Рис. 3. Кутові швидкості секцій при русі шарнірно-зчленованого колісного трактора ХТА-200  
«Слобожанець» поверхнею з істотними нерівностями (пружний елемент в шарнірі відсутній):  

1 – передня секція (експеримент); 2 – задня секція (експеримент); 3 – передня секція  
(моделювання); 4 – задня секція (моделювання) 

 
Розрахунки проводилися для наступних 

прийнятих значень основних параметрів коліс-
ного шарнірно-зчленованого трактора  
(𝑚𝑚п1 =5000 кг, 𝑚𝑚н1=1080 кг, 𝑚𝑚2=2900 кг,  
ℎ𝑐𝑐1=1,04 м, ℎ𝑐𝑐2=0,75 м, 𝐽𝐽п1=1840 кг∙м2,  
𝐽𝐽н1=170 кг∙м2, 𝐽𝐽2=273 кг∙м2, 𝐵𝐵 =1,86 м,  
𝐿𝐿 =2,86 м, 𝑅𝑅д=0,65 м, Ср1=560 кН/м,  
Сш=800 кН/м, 𝜂𝜂а=300 Н∙с/м, 𝜂𝜂ш=100 Н∙с/м, 
ℎр1=0,41 м, 𝐵𝐵р1=0,83 м, ℎп1=0,15 м) і характерис-
тик процесу руху при проведенні експеримента-
льних досліджень (швидкість руху трактора 𝑉𝑉 
=4,2 м/с, 𝛽𝛽 =0º, амплітуда коливань ℎн=0,1 м, від-
стань між нерівностями 𝑙𝑙н=2 м). Параметри опор-
ної поверхні при математичному моделюванні 
визначені, виходячи з реальної поверхні при про-
веденні експериментальних досліджень і даних, 
наведених у роботі [18]. Для розв’язку систем ди-
ференціальних рівнянь був використаний програ-
мний пакет MATLAB. На рисунку 3 наведені ре-
зультати математичного моделювання у порів-
нянні з результатами експериментального дослі-
дження. Похибка у визначенні максимальних ку-
тових швидкостей секцій у вертикальній попере-
чній площині з використанням математичного  

моделювання, порівняно з експериментальними 
даними, складала не більше 10%. 

В якості параметру динамічної стійкості поло-
ження розглянуті кутові швидкості секцій у  
поперечній площині, перпендикулярній до  
опорної поверхні.  

Висновки. В результаті проведених теорети-
чних досліджень отримано математичну модель 
руху секцій шарнірно-зчленованої колісної ма-
шини нерівностями. Запропонований підхід до-
зволяє врахувати вертикальні й кутові коливання 
підресореної й непідресорених мас; взаємодію 
секцій у процесі руху; в’язко-пружні характерис-
тики підвіски й шин трактора. 

Проведено розрахунки на прикладі колісного 
шарнірно-зчленованого трактора з номінальним 
тяговим зусиллям 35 кН з відповідними характе-
ристиками з застосуванням чисельного розв’язку 
з використанням ПЕОМ (чисельний метод Рунге-
Кутти з корекцією кроку за часом). Похибка у ви-
значенні максимальних кутових швидкостей сек-
цій у вертикальній поперечній площині з викорис-
танням математичного моделювання, порівняно 
з експериментальними даними, складала  
не більше 10%. 
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Аннотация 
 

Математическое моделирование движения шарнирно-сочлененной 
колесной машины без упругого элемента в соединительном шарнире 

Е.А. Дубинин, Д.М. Клец, А.С. Полянский, В.В. Задорожняя  
В результате проведенных теоретических исследований получена математическая модель движе-

ния секций шарнирно-сочлененной колесной машины по неровностям. При составлении динамической 
модели движения шарнирно-сочленовного колесного трактора по неровностям были учтены основные 
конструктивные параметры, которые влияют на стойкость его положения в плоскости, перпендикуляр-
ной к опорной поверхности, а также характеристики самой опорной поверхности. Предложенный под-
ход позволяет учесть вертикальные и угловые колебания подрессоренной и неподрессоренных масс; 
вязко-упругие характеристики подвески и шин трактора. Для построения уравнений движения секций 
трактора использовано уравнение Лагранжа второго рода и, исходя из конструктивных особенностей 
шарнирно-сочлененного колесного трактора, принят ряд предположений для упрощения математиче-
ской модели. В рассмотренном варианте соединительный шарнир трактора представляет собой стан-
дартную конструкцию без упругого элемента. То есть, пренебрегая трением в горизонтальном шарнире, 
принято, что секции трактора двигаются в вертикальной поперечной плоскости независимо одна от 
другой (параметры движения и опорной поверхности не допускают смыкания упоров соединительного 
шарнира). Изменение углов наклона образующих неровностей поверхности под колесами секций шар-
нирно-сочлененного трактора задана в виде периодических функций. В качестве параметра динамиче-
ской устойчивости положения рассмотрены угловые скорости секций в поперечной плоскости, перпен-
дикулярной к опорной поверхности.  

Проведены расчеты на примере колесного шарнирно-сочлененного трактора с номинальным тяго-
вым усилием 35кН с соответствующими характеристиками с применением численного решения с ис-
пользованием ПЕОМ (численный метод Рунге-Кутты с коррекцией шага по времени). Погрешность в 
определении максимальных угловых скоростей секций в вертикальной поперечной плоскости с исполь-
зованием математического моделирования, по сравнению с экспериментальными данными, состав-
ляла не больше 10%. 

Ключевые слова: устойчивость, колесная машина, математическое моделирование,  
численный метод. 
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Abstract 
 

Mathematical design of motion of the joined wheeled machine without  
resilient element in connecting hinge 

Ye.A. Dubinin, D.M. Klets, A.S. Polianskyi, V.V. Zadorozhnaya 
As a result of undertaken theoretical studies, the mathematical model of motion on unevenness of surface 

of the articulated wheeled machine sections is got. At drafting of dynamic model of motion on unevenness of 
surface of the articulated wheeled machine the basic structural parameters, that influence on firmness of his 
position inplane, perpendicular to the underlayment, as well as the characteristics of supporting surface, were 
taken into account. The proposed approach allows to take into account vertical and angular vibrations of the 
sprung and the unsprung masses; visco-elastic characteristics of the tractor suspension and tires. For the 
construction of equalizations of tractor sections motion the Lagrange equalization is used, coming from the 
structural features of the articulated wheeled tractor, the row of suppositions is accepted for simplification of 
mathematical model. In the considered variant a connecting hinge of tractor is a standard construction without 
an elastic element. Thus, ignoring a friction in a horizontal hinge, it is accepted, that the sections of tractor 
move in a vertical transversal plane independently one from other. The change in the inclination angles of the 
forming surface irregularities under the wheels of the articulated tractor sections is given in the form of periodic 
functions. As a parameter of dynamic stability of position the angular speeds of sections are considered in a 
transversal plane perpendicular to the underlayment.  

Calculations are conducted on the example of the articulated wheeled tractor with nominal traction force 
of 35 kN with corresponding characteristics with the use of numeral decision using PC (numeral Runge-Kutta 
method with time step correction). Error in determination of high angular speeds of sections in a vertical trans-
versal plane with the use of mathematical design, as compared to experimental data, was not more than 10%.  

Keywords: stability, wheeled machine, mathematical modeling, numeral method. 
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