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Представлено результати теоретичних досліджень взаємодії ґрунтового середовища з диско-

вим робочим органом ґрунтообробного знаряддя і визначено складові сили опору шляхом дослі-
дження руху частинки ґрунту по увігнутій сферичній поверхні робочого органу дискатора та визна-
чення лінії контакту ґрунтового середовища із нею; визначення площі контакту ґрунтового середо-
вища із поверхнею робочого органу дискатора; враховуючи напруження, що виникають в ґрунтовому 
середовищі при дії на нього дискового робочого органу визначено складові відповідної сили опору. 

В результаті аналітичних досліджень переміщення частинки ґрунту по увігнутій сферичній по-
верхні робочого органу дискатора з урахуванням сили підпору шару ґрунту, що напливає на дис-
ковий робочий орган, відцентрової сили та сили Коріоліса, що виникають в результаті його обер-
тання,  розроблено програмний код в програмному пакеті Mathematica, який дозволяє визначати 
площу та рівняння лінії контакту ґрунтового середовища із поверхнею робочого органу дискатора 
в залежності від його конструктивних параметрів: радіуса сферичної поверхні R та діаметра диска 
d, кута атаки α і кута нахилу γ та глибини обробітку ґрунту h. 

Враховуючи отримані залежності площі та рівняння лінії контакту ґрунтового середовища із 
поверхнею робочого органу дискатора та використовуючи відомі аналітичні закономірності для  
компонентів нормальних напружень пружно-в’язко-пластичного ґрунтового середовища, розроб-
лено програмний код в програмному пакеті Mathematica, який дозволяє визначати залежності про-
екцій сили опору від кутів атаки α і нахилу γ робочого органу дискатора, швидкості його перемі-
щення V та глибини обробітку ґрунту h. Зроблені відповідні висновки щодо отриманих результатів 
теоретичних досліджень. 

 

Ключові слова: дискатор, дискові робочі органи, кут атаки, кут нахилу, якість обробітку 
ґрунту, параметри сферичного диска, енергоємність. 

 

Постановка проблеми. Сучасні технології 
виробництва сільськогосподарських культур пе-
редбачають застосування дискових робочих ор-
ганів машин і знарядь, що забезпечують задану 
якість та мінімальні енерговитрати на виконання 
технологічного процесу обробітку ґрунту. При 
цьому на означені показники суттєвий вплив ма-
ють, з одного боку, конструктивно-режимні пара-
метри робочого органу машини, а з іншого – фі-
зико-механічні властивості оброблюваного сере-
довища [1,2,3, 4]. Особливістю сучасних ґрунтоо-
бробних знарядь з дисковими робочими ор-
ганами, зокрема дискаторів, є механізм впливу на 
оброблюване середовище в залежності від кута 
постановки дисків до напрямку руху α (кут атаки) 
та кута нахилу у вертикальній площині β. Це зу-
мовлює важливість вивчення механіки взаємодії 
дискових робочих органів з ґрунтом і дозволяє ві-
днести такі напрями досліджень до актуальних 
науково-технічних задач, що сприяють ство-
ренню нових ефективних засобів механізації об-
робітку ґрунту. 

Аналіз публікацій і досліджень. Аналіз ві-
домих досліджень в напрямку підвищення ефек-

тивності дискових робочих органів ґрунтооброб-
них знарядь вказує на різні методичні підходи у 
вирішенні поставлених наукових задач та їх реа-
лізацію в теоретичному аспекті та практичних ре-
комендацій щодо застосування [5 – 11]. 

Досліджуючи взаємодію сферичних дискових 
робочих органів із ґрунтом І.А.Шевченко в [5] 
встановив вплив на показники якості і енергоєм-
ності роботи дискових ґрунтообробних знарядь 
кута атаки, діаметр і радіус сфери диска та його 
питомого навантаження при виконанні процесу.  

Розглядаючи вплив геометричних параметрів 
диска на розподіл сил щодо визначених парамет-
рів оптимізації, автором розглянуто рух ґрунту по 
поверхні робочого органу у вигляді матеріальної 
точки, що рухається по увігнутій поверхні з радіу-
сом сфери R, яка рівномірно обертається навколо 
однієї з осей. Автором одержано рівняння руху ма-
теріальної частинки по увігнутій сферичній повер-
хні дискового робочого органу. За результатами 
виконаних досліджень, в роботі установлено зако-
номірності впливу конструктивно-технологічних 
параметрів на агротехнічні та енергетичні показ-
ники технологічного процесу дискування. 
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В роботі [6] розглянуто задачу нарисної гео-
метрії визначення висоти гребенів над дном бо-
розни при обробці ґрунту лущильником. В науко-
вих працях В.П.Ковбаси [7,8] представлені фізи-
чні рівняння зв’язку напружень зі швидкостями 
деформацій для ґрунтового середовища при дії 
на нього дискового робочого органу. Авторами [7] 
встановлено також, що надмірне збільшення кута 
атаки дисків може призводити до їх забивання 
ґрунтом і пожнивними залишками, тому значення 
граничного кута атаки  на лущильниках не пови-
нен перевищувати 35°. Доведено, що на якість 
обробітку ґрунту та енергоємність процесу обро-
бітку для рівних значень механічних властивос-
тей ґрунту найбільш суттєвий вплив мають діа-
метр диска Д, радіус його кривизни 𝑅, кут атаки 𝛼 
і кут нахилу γ. При цьому однаковий ефект може 
бути досягнутий як зміною радіуса кривизни ди-
ска, так і кутом нахилу осі обертання γ, що дає 
можливість вибирати раціональні параметри, ви-
ходячи з конкретних умов використання машин із 
дисковими робочими органами. 

Виконаний аналіз відомих досліджень вказує 
на те, кожна з представлених моделей взаємодії 
дискових робочих органів з ґрунтовим середо-
вищем використовується дещо однобічно, 
окремо одна від одної без їх теоретичного уза-
гальнення, що перешкоджає формуванню 
узагальнених підходів до вирішення означеної 
науково-технічної задачі.  

Мета досліджень. Теоретично дослідити 
процес взаємодії ґрунтового середовища з дис-
ковим робочим органом ґрунтообробного знаря-
ддя і визначити складові сили опору. 

Для досягнення поставленої мети дослі-
дження  запропоновано виконати наступні задачі. 

1. Дослідити рух частинки ґрунту по увігнутій 
сферичній поверхні робочого органу дискатора 
та визначити лінію контакту ґрунтового середо-
вища із нею. 

2. Визначити площу контакту ґрунтового сере-
довища із поверхнею робочого органу дискатора. 

3. Враховуючи напруження, що виникають в 
ґрунтовому середовищі при дії на нього диско-
вого робочого органу визначити складові відпові-
дної сили опору. 

Нехай 𝑃 – частинка ґрунту масою mp, що 
здійснює рух по поверхні дискового робочого ор-
гану, який представляється двовимірною сферою 
радіусом 𝑅 з центром в точці O, що обмежена ко-
лом діаметром 𝑑 з центром в точці О` (рис. 1). Ди-
сковий робочий орган виконує поступальний рух 
вздовж вісі 𝑂`𝑋 зі швидкістю 𝑉 і обертовий вздовж 
вісі 𝑂`𝑂 з кутовою швидкістю 𝜔. Площина диско-
вого робочого органу знаходиться під кутом до 
напряму його руху 𝑂`𝑋 (кут атаки 𝛼) і під кутом до 
вертикальної осі 𝑂`𝑍 (кут нахилу 𝛾).  Кут між віссю 
𝑂`𝑂 складає з віссю 𝑂𝑧 кут (90° – 𝛾). Глибина 

обробітку ґрунту складає ℎ, яка визначається від 
нижньої точки 𝐷 дискового робочого органу до го-
ризонтальної поверхні ґрунту 𝐴𝐶𝑋. 

 

 
Рис. 1. Розрахункова схема  
робочого органу дискатора 

 
Під час взаємодії поверхні робочого органу 

дискатора із ґрунтовим середовищем виникає лі-
нія їх контакту АВ (рис. 1), на якій спостерігається 
положення рівноваги частинок ґрунту. Лінія АС ха-
рактеризує горизонтальну площину перетину по-
верхні робочого органу дискатора із горизонталь-
ною поверхнею ґрунтового середовища. Змі-
щення ґрунту від лінії АС до лінії АВ відбувається 
під дією сили підпору шару ґрунту, що напливає 
на дисковий робочий орган, і відцентровою си-
лою та силою Коріоліса, що виникають в резуль-
таті його обертання. При цьому контакт ґрунто-
вого середовища із поверхнею робочого органу 
дискатора відбувається за криволінійною повер-
хнею АВС𝐷.  

Радіус 𝑅 сфери можна визначити за 
формулою [6]: 

𝑅 =
𝑑

2 sin 𝜁
, (1) 

де 𝜁 – половина кута при вершині сектора диско-
вого робочого органу, °: 

Модуль вектора кутової швидкості частинки, 
що знаходиться на диску, згідно досліджень [7] 
визначається залежністю 

𝜔 =
2𝑉

𝜇𝑑 cos𝛼 cos𝛾
. (2) 

де 𝜇 – коефіцієнт ковзання диску при його 
обертанні. 
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Розглянемо процес переміщення частинка 
ґрунту 𝑃 масою 𝑚𝑝 по поверхні робочого органу 

дискатора. Для цього введемо абсолютну сис-
тему координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, в якій площина 𝑂𝑥𝑦 є гори-
зонтальною, а третя вісь 𝑂𝑧 спрямована вертика-
льно вгору (рис. 2).  

 

 
 

Рис. 2 Схема сил, що діють на частинку ґрунту  
в точці 𝑃 на сфері, що задається  
сферичними координатами (𝜓, 𝜒) 

 
Відстань від початку координат до частинки 

ґрунту будемо задавати радіус-вектором 𝑟. На 
частинка ґрунту масою 𝑚𝑝 діють: 

– сила інерції 𝑚𝑝�̈�; 

– сила тяжіння 𝑚𝑝𝑔; 

– сила Коріоліса 𝐹𝑘 = −2𝑚𝑝[𝜔, �̇�]; 

– сила реакції поверхні диску 𝑁; 

– сила тертя ковзання 𝐹𝜇 = 𝜇|𝑁|
�̇�

|�̇�|
; 

– відцентрова сила 𝐹𝜔 = 𝑚𝑝𝜔
2 ⋅ 𝑟; 

– сила підпору шару ґрунту [12]  

𝐹𝑛 = 𝑚𝑝

𝑞

𝜌
(1 −

�̇�

𝑉
), 

де 𝑞 – коефіцієнт об'ємного стиску ґрунту, м-3; 
𝜌 – об'ємна вага ґрунту, кг/м3.  

Будемо встановлювати положення точки на 
сфері за допомогою сферичних кутів 𝜓 і 𝜒:  
𝜓min ≤  𝜓 ≤  𝜓max, 𝜒min ≤ 𝜒 ≤ 𝜒max (рис. 2), де 

𝜓min =
𝜋

2
+ 𝛾 − 𝜁 =

𝜋

2
+ 𝛾 − arcsin

𝑑

2𝑅
, (3) 

𝜓max =
𝜋

2
+ 𝛾 + 𝜁 =

𝜋

2
+ 𝛾 + arcsin

𝑑

2𝑅
, (4) 

𝜒min =
𝜋

2
+ 𝛼 − 𝜁 =

𝜋

2
+ 𝛼 − arcsin

𝑑

2𝑅
, (5) 

𝜒max =
𝜋

2
+ 𝛼 + 𝜁 =

𝜋

2
+ 𝛼 + arcsin

𝑑

2𝑅
. (6) 

Абсолютна швидкість 𝜐 = �̇� частинки ґрунту 𝑃 
у сферичних координатах записується як 

𝜐 = 𝜐𝜓𝑒𝜓 + 𝜐𝜒𝑒𝜒, (7) 

де 𝜐𝜓 = 𝑅�̇�, 𝜐𝜒 = 𝑅 sin𝜓 �̇� – проекції швидкості ча-

стинки ґрунту Р у сферичних координатах, м/с;  
𝑒𝜓, 𝑒𝜒– одиничні вектори сферичних координат. 

Швидкість частинки ґрунту 𝑃 відносно диска, 
що обертається, набуває вигляду 

𝜐′ = 𝜐𝜓
′ 𝑒𝜓 + 𝜐𝜒

′ 𝑒𝜒,  (8) 

де  

𝜐𝜓
′ = 𝑅�̇� + 𝑅𝜔sin(𝜋 2⁄ − 𝛾) sin 𝜒 = 

= 𝑅�̇� + 𝑅𝜔 cos𝛾 sin 𝜒, 

𝜐𝜒
′ = 𝑅 sin𝜓 �̇� + 𝑅𝜔 sin(𝜋 2⁄ − 𝛾) × 

× cos𝜓cos 𝜒 − 𝑅𝜔 cos(𝜋 2⁄ − 𝛾) sin𝜓 = 

= 𝑅 sin𝜓 �̇� + 𝑅𝜔 cos𝛾 cos𝜓 cos 𝜒 − 
−𝑅𝜔sin 𝛾 sin𝜓. 

У координатах (𝜓, 𝜒) рівняння ковзання час-
тинки ґрунту 𝑃 по сфері залишимо у вигляді: 

𝑚𝑝𝑅(−sin
2𝜓 �̈� − �̇�2) = −𝑚𝑝𝑔 cos𝜓 +𝑁, 

(9) 

𝑚𝑝𝑅(�̈� − sin𝜓𝑐𝑜𝑠 𝜓 �̇�
2) = 𝑚𝑝𝑔 sin𝜓 + 

+𝑚𝑝

𝑞

𝜌
(1 −

𝑅�̇� + 𝑅𝜔 cos𝛾 sin 𝜒

𝑉
)− 

−𝜇𝑁(𝑅�̇� + 𝑅𝜔 cos𝛾 sin 𝜒) ÷ 

÷ [
(𝑅�̇� + 𝑅𝜔cos 𝛾 sin𝜒)

2
+

+(
𝑅 sin𝜓 �̇� − 𝑅𝜔 sin𝛾 sin𝜓 +
+𝑅𝜔 cos𝛾 cos𝜓 sin𝜒

)
2]

1
2

, 

𝑚𝑝𝑅(sin𝜓 �̈� + 2�̇��̇� cos𝜓) =  

= 𝑚𝑝

𝑞

𝜌
(1 −

𝑅 sin𝜓 �̇�

𝑉
+
𝑅𝜔 sin 𝛾 sin𝜓

𝑉
− 

−
𝑅𝜔 cos𝛾 cos𝜓 sin𝜒

𝑉
) − 

−𝜇𝑁 (
𝑅 sin𝜓 �̇� − 𝑅𝜔sin 𝛾 sin𝜓 +
+𝑅𝜔cos 𝛾 cos𝜓 sin𝜒

) ÷ 

÷ [
(𝑅�̇� + 𝑅𝜔cos 𝛾 sin𝜒)

2
+

+(
𝑅 sin𝜓 �̇� − 𝑅𝜔 sin𝛾 sin𝜓 +
+𝑅𝜔 cos𝛾 cos𝜓 sin𝜒

)
2]

1
2

. 

Перше рівняння системи (9), що виражає про-
екцію рівнянь Ньютона на нормаль до поверхні 
сфери, дозволить знайти нормальну реакцію 𝑁. 
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Друге і третє рівняння системи (9) задають рух в 
проекції на осі з одиничними векторами 𝑒𝜓, 𝑒𝜒. 

Для визначення положення рівноваги части-
нки ґрунту щодо абсолютного простору покла-

демо для цього �̇� = 0 і �̇� = 0: 

0 = −𝑚𝑝𝑔 cos𝜓 +𝑁, 

(10) 

0 = 𝑚𝑝𝑔 sin𝜓 + 

+𝑚𝑝

𝑞

𝜌
(1 −

𝑅𝜔 cos𝛾 sin 𝜒

𝑉
) − 

−𝜇𝑁𝑅𝜔cos 𝛾 sin𝜒 × 

× [

(𝑅𝜔 cos𝛾 sin𝜒)2 +

+(
𝑅𝜔cos 𝛾 cos𝜓 sin𝜒 −
−𝑅𝜔sin 𝛾 sin𝜓

)
2]

−
1
2

, 

0 = 𝑚𝑝

𝑞

𝜌
(
1 +

𝑅𝜔 sin 𝛾 sin𝜓

𝑉
−

−
𝑅𝜔 cos𝛾 cos𝜓 sin𝜒

𝑉

)− 

−𝜇𝑁(
𝑅𝜔 cos𝛾 cos𝜓 sin𝜒 −
−𝑅𝜔 sin 𝛾 sin𝜓

) × 

× [

(𝑅𝜔 cos𝛾 sin𝜒)2 +

+(
𝑅𝜔cos 𝛾 cos𝜓 sin𝜒 −
−𝑅𝜔sin 𝛾 sin𝜓

)
2]

−
1
2

. 

Виражаючи з першого рівняння системи 𝑁 і 
підставляючи в друге і третє отримуємо 

𝑁 = 𝑚𝑝𝑔 cos𝜓, 

(11) 

0 = 𝑚𝑝𝑔 sin𝜓 + 

+𝑚𝑝

𝑞

𝜌
(1 −

𝑅𝜔 cos𝛾 sin 𝜒

𝑉
) − 

−𝜇𝑚𝑝𝑔 cos𝜓𝑅𝜔 cos𝛾 sin 𝜒 × 

× [

(𝑅𝜔 cos𝛾 sin 𝜒)2 +

+(
𝑅𝜔 cos𝛾 cos𝜓 sin𝜒 −
−𝑅𝜔 sin𝛾 sin𝜓

)
2]

−
1

2

, 

0 = 𝑚𝑝

𝑞

𝜌
(
1 +

𝑅𝜔 sin 𝛾 sin𝜓

𝑉
−

−
𝑅𝜔 cos𝛾 cos𝜓 sin𝜒

𝑉

)− 

−𝜇𝑚𝑝𝑔 cos𝜓 (
𝑅𝜔 cos𝛾 cos𝜓 sin𝜒 −
−𝑅𝜔 sin𝛾 sin𝜓

) × 

× [

(𝑅𝜔cos𝛾 sin𝜒)2+

+ (
𝑅𝜔cos𝛾cos𝜓sin𝜒−
−𝑅𝜔sin𝛾 sin𝜓

)

2]

−1
2

 

Перетворивши рівняння (11) і підставивши (2) 
маємо 

sin𝜓 +
𝑞

𝜌𝑔
(1−

sin𝜒

𝜇 cos𝛼 sin 𝜁
) = 

= 𝜇 cos𝜓 cos𝛾 sin 𝜒 × 

× [(cos𝛾 sin 𝜒)2 + (
cos 𝛾 cos𝜓 sin𝜒 −
−sin𝛾 sin𝜓

)
2

]

−1
2

, 

(11) 

𝑞

𝜌𝑔
(1 −

cos𝛾 cos𝜓 sin𝜒 − sin𝛾 sin𝜓

𝜇 cos 𝛼 cos𝛾 sin 𝜁
) = 

= [𝜇 cos𝜓 (cos 𝛾 cos𝜓 sin𝜒 − sin𝛾 sin𝜓)] × 

× [(cos𝛾 sin 𝜒)2 + (
cos 𝛾 cos𝜓 sin𝜒 −
−sin𝛾 sin𝜓

)
2

]

−1
2

. 

Систему рівнянь (11) відносно 𝜓 і 𝜒 будемо 
вирішувати в програмному пакеті Mathematica. 
Приймаючи 𝑔 =  9,8 м/с2, 𝑞 =  1,3 · 10−3 Н/м3 [5]; 
𝜌 =  1340 кг/м3; 𝛼 =  15°; 𝛾 =  10°; 𝑑 =  0,4м; 
𝑅 =  0,66 м; ℎ =  0,1 м отримуємо графічну інтер-
претацію дискового робочого органу і лінії конта-
кту з ґрунтовим середовищем (рис. 3).  

 

 
 

Рис. 3 Графічна інтерпретацію  
дискового робочого органу і лінії контакту  

з грантовим середовищем 
 

При цьому рівняння лінії контакту можна 

представити, як в параметричному так і в звичай-

ному вигляді: 

{
  
 

  
 

 x (𝑡) = −0,320752+ 0,000978761 t +

           +8,63534 ⋅ 10−6 t2 − 2,2426 ⋅ 10-8 t3,
 y (𝑡) = 0,542725 + 0,000708602 t +

       +1,12761 ⋅ 10−6 t2 − 1,46553 ⋅ 10−8 t3,
 z (𝑡) = −0,179942− 0,00023068 t +

          +2,1464 ⋅ 10−6 t2 − 1,19451 ⋅ 10-8 t3;

 (12) 

 z (x,y) =   0,719908 + 1,45223 x + 

+2,57464 x2 − 5,72681 y − 

−2,29588 x y + 6,77665 y2. 

(13) 

Статистична обробка рівняння (13) приве-
дена в таблиці 1. 
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Таблиця 1. Статистична обробка рівняння (13) 
К

о
е
ф

іц
іє

н
т 

З
н
а

че
н
н

я 

С
та

н
д

а
р

тн
а

  

п
о

хи
б
ка

 

К
о
е
ф

іц
іє

н
т 

 
С

ть
ю

д
е
н

та
 

P-значення 

a00 0,71991 0,120543 5,97222 1,14766·10-8 

a10 1,45223 0,094488 15,3694 4,64448·10-35 

a20 -5,72681 0,403213 -14,203 1,39588·10-31 

a12 -2,29588 0,147059 -15,612 8,85312·10-36 

a11 2,57464 0,040729 63,2139 1,30433·10-128 

a22 6,77665 0,336936 20,1125 9,6213·10-49 

Для знаходження площі контакту ґрунтового 

середовища і робочого органу дискатора скорис-

таємося формулою [13]: 

𝑆 = ∬ √1+ (
∂𝑧

∂𝑥
)
2

+ (
∂𝑧

∂𝑦
)
2

𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 (14) 

де ABCD – фігура що обмежена лініями: рівнян-
ням (13) і колом діаметром 𝑑 із центром в точці:   

𝑥𝑐 = R sin (
𝜓max +𝜓min

2
) cos (

𝜒max + 𝜒min

2
) , 

𝑦𝑐=R sin(
𝜓max +𝜓min

2
) sin (

𝜒max + 𝜒min

2
) , 

𝑧𝑐 = R cos(
𝜓max +𝜓min

2
). 

(15) 

Тоді рівняння нижньої частини зазначеного 
кола має вигляд: 

𝑧 = Rcos(
𝜓max +𝜓min

2
) − 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑑2

4
−(

𝑥 − R sin(
𝜓max + 𝜓min

2
)×

×cos(
𝜒max + 𝜒min

2
)

)

2

+

+(
𝑥 − R sin (

𝜓max +𝜓min

2
) ×

× sin(
𝜒max + 𝜒min

2
)

)

2

]
 
 
 
 
 
 
 
 

1
2

. 

(16) 

З використанням розробленої програми в про-

грамному пакеті Mathematica було проведено ва-

ріювання глибини обробітку ґрунту ℎ від 0,03 м до 

0,12 м, кута атаки 𝛼 і кута нахилу γ робочого органу 

дискатора в діапазоні від 0° (0 рад) до 30° (𝜋/6 

рад) і визначені значення площі контакту 𝑆. Апро-

ксимуючі отримані дані отримано рівняння регресії 

другого порядку для двох факторів (рис. 4): 

𝑆(ℎ, 𝛼, 𝛾) =   − 0,00185791 + 0,224608 h+ 

+0,572986 h2 + 0,00433771 𝛽 + 

+0,108132 h 𝛼 + 0,0111632 𝛼2 + 

+0,00143915 𝛾 + 0,0182 h 𝛾 + 

+0,00197823 𝛼 𝛾 − 0,000297924 𝛾2. 

(17) 

Статистична обробка рівняння (17) приве-
дена в таблиці 2. 

Таблиця 2. Статистична обробка рівняння (17) 

К
о
е
ф

іц
іє

н
т 

Значення 

С
та

н
д

а
р

тн
а

 

п
о

хи
б
ка

 

К
о
е
ф

іц
іє

н
т 

С
ть

ю
д

е
н

та
 

P-значення 

a00 –0,00185791 0,000166343 –11,1691 1,10204·10–18 

a10 0,224608 0,00268961 83,5094 4,57602·10–87 

a20 0,00433771 0,000684907 6,33328 9,24664·10–9 

a30 0,00143915 0,000684907 2,10124 0,0384153 

a12 0,108132 0,00339325 31,8668 8,3658·10–51 

a13 0,0182 0,00339325 5,36361 6,26894·10–7 

a23 0,00197823 0,000922209 2,1451 0,0346382 

a11 0,572986 0,0156067 36,7141 6,02784·10–56 

a22 0,0111632 0,00110225 10,1276 1,55186·10–16 

a33 –0,000297924 0,00110225 –0,270287 0,787558 

 

 
 

Рис. 4. Залежність площі контакту ґрунтового 
середовища і робочого органу дискатора від 

його кутів атаки 𝛼 і нахилу 𝛾 та глибини 
обробітку ґрунту ℎ 

 
Для визначення сили опору ґрунтового сере-

довища при дії на нього дискового робочого ор-
гану використаємо результати досліджень [8], а 
саме аналітичні залежності компонентів норма-
льних напружень для пружно-в’язко-пластичного 
ґрунтового середовища: 

𝜎𝑥 =
2

9
𝜇(

3𝑒
2𝐾2(1+𝜈)

3(−1+2𝜈)(2𝜀�̇� − 𝜀�̇� − 𝜀�̇�) −

−
𝑒𝐾2(1 + 𝜈)(𝜀�̇� + 𝜀�̇� + 𝜀�̇�)

−1 + 2𝜈

), (18) 

𝜎𝑦 =
2

9
𝜇(

3𝑒
2𝐾2(1+𝜈)

3(−1+2𝜈)(2𝜀�̇� − 𝜀�̇� − 𝜀�̇�) −

−
𝑒𝐾2(1 + 𝜈)(𝜀�̇� + 𝜀�̇� + 𝜀�̇�)

−1 + 2𝜈

), (19) 

𝜎𝑧 =
2

9
𝜇(

3𝑒
2𝐾2(1+𝜈)

3(−1+2𝜈)(2𝜀�̇� − 𝜀�̇� − 𝜀�̇�) −

−
𝑒𝐾2(1 + 𝜈)(𝜀�̇� + 𝜀�̇� + 𝜀�̇�)

−1 + 2𝜈

), (20) 
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𝐾2 = −27𝐿(−1 + 2𝜈) × 

×
𝜏0 cos𝜅 +

2𝑒𝐾1𝜇(1+𝜈)(�̇�𝑥+�̇�𝑦+�̇�𝑧) sin 𝜅

9−18𝜈

4√2𝜇(1 + 𝜈)√
𝐸(−1+𝜈)

(−1+𝜈+2𝜈2)𝜌
(−3 + sin 𝜅)

 , 
(21) 

𝐾1 = −
𝐸𝐿

𝜇(1 + 𝜈)√
𝐸(−1+𝜈)

(−1+𝜈+2𝜈2)𝜌

 , 
(22) 

де 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧 – компоненти напружень, Па; 𝜀�̇� , 𝜀�̇� , 𝜀�̇� 

– компоненти швидкостей відносних деформацій, 

1/с; 𝜈 – коефіцієнт Пуассона; 𝐸 – модуль пружно-

сті лінійних деформацій, Па; 𝜇 – коефіцієнт в’яз-

кості зсувних деформацій, Па·с; κ – коефіцієнт 

внутрішнього тертя ґрунту; τ0 – напруження поча-

ткового зсуву ґрунту, Па; L – відстань, на якій за-

тухає хвиля напружень у ґрунті, м; ρ – щільність 

ґрунту, кг/м3. 

Проекцію сили опору на вісі Ox, Oy, Oz можна 
визначити за формулами: 

𝐹𝑥 =∬ 𝜎𝑥
𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑑𝑦𝑑𝑧 (23) 

𝐹𝑦 =∬ 𝜎𝑦
𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑧 
(24) 

𝐹𝑧 =∬ 𝜎𝑧
𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 
(25) 

де ABCD – фігура що обмежена лініями: рівнян-
ням (13) і (16)   

Для переводу декартових координат у сфе-
ричні використовується наступні залежності [12]: 

𝑥 = R sin𝜓cos𝜒,   

 𝑦 = R sin𝜓 sin𝜒, 

𝑧 = Rcos𝜓. 
(26) 

Для похідних за часом і диференціалів 
отримуємо: 

�̇� = 𝑅�̇� cos𝜓 cos𝜒 − 𝑅�̇� sin𝜓 𝑠𝑖𝑛𝜒, 

�̇� = 𝑅�̇� cos𝜓 𝑠𝑖𝑛𝜒 +  R�̇� sin𝜓 cos 𝜒 , 

�̇� = −𝑅�̇�sin𝜓. 

(27) 

𝑑𝑥 =   R cos𝜓 cos𝜒𝑑𝜓 − R sin𝜓 sin𝜒𝑑𝜒, 
𝑑𝑦 =   R cos𝜓 sin𝜒𝑑𝜓 +  R sin𝜓 cos𝜒 𝑑𝜒, 

𝑑𝑧 =   − R sin𝜓 𝑑𝜓. 
(28) 

Враховуючи, що 𝜀�̇� =
�̇�

𝐿
, 𝜀�̇� =

�̇�

𝐿
, 𝜀�̇� =

�̇�

𝐿
 отримуємо: 

2𝜀�̇� − 𝜀�̇� − 𝜀�̇� =
1

𝐿
(
2𝑅�̇� cos𝜓 cos𝜒 −
−2𝑅�̇� sin𝜓 sin𝜒 −

 

−𝑅𝜓 ̇ cos𝜓 sin𝜒 −

− R�̇� sin𝜓 cos𝜒 + 𝑅�̇� sin𝜓
),  

2𝜀�̇� − 𝜀�̇� − 𝜀�̇� =
1

𝐿
(

2R𝜓 ̇ cos𝜓 sin𝜒 +
+ 2R𝜒 ̇ sin𝜓 cos𝜒 −

 

(29) 

−𝑅�̇� cos𝜓 cos𝜒 +

+𝑅𝜒 ̇ sin𝜓 sin𝜒 + 𝑅�̇� sin𝜓
),  

2𝜀�̇� − 𝜀�̇� − 𝜀�̇� =
1

𝐿
(

2R�̇� sin𝜓−

−𝑅𝜓 ̇ cos𝜓 cos𝜒 +
+𝑅𝜒 ̇ sin𝜓 sin𝜒 −

 

−𝑅𝜓 ̇ cos𝜓 sin𝜒 +
+ R�̇� sin𝜓  cos𝜒

), 

𝜀�̇� + 𝜀�̇� + 𝜀�̇� =
1

𝐿
(
𝑅𝜓 ̇ cos𝜓 cos𝜒 −
−𝑅�̇� sin𝜓 sin𝜒 +

 

+𝑅𝜓 ̇ cos𝜓 sin𝜒 +

+ R�̇� sin𝜓 cos𝜒 − 𝑅�̇� sin𝜓
). 

Підставляючи (28) і (29) в (23)-(25) отримуємо 
проекції сили опору на вісі 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧. Однак пред-
ставлені інтеграли важко вирішувати аналітичним 
способом. Тому скористаємося програмним паке-
том Mathematica і визначимо залежності проекцій 
сили опору від кутів атаки 𝛼 і нахилу γ робочого 
органу дискатора в діапазоні від (0 рад) до 30° (𝜋/6 
рад), швидкості його переміщення 𝑉 (1 - 4 м/с) та 
глибини обробітку ґрунту ℎ (0,03 - 0,12 м). Апрок-
симуючі отримані дані отримано рівняння регресії 
для трьох проекцій сили опору: 

𝐹𝑥 = 5627,99𝑉(–0,00324251 + 

+ ℎ2 + 0,0194825 𝛼2 + 𝛼(0,00757036 + 

+0,00345249 𝛾) + ℎ(0,391995 + 

+0,188717 𝛼 + 0,0317635 𝛾) +  

+0,00251167 𝛾– 0,00051995 𝛾2)(cos𝛼 + 

+sin𝛼(0,307692 cos𝛾 + 0,307692 sin𝛾)), 

(30) 

𝐹𝑦 = 1731,69𝑉(– 0,00324251 + 

+ ℎ2 + 0,0194825 𝛼2 + 𝛼(0,00757036 + 

+0,00345249 𝛾) + ℎ(0,391995 + 

+0,188717 𝛼 + 0,0317635 𝛾) +  

+0,00251167 𝛾– 0,00051995 𝛾2) × 

× (cos𝛼 + sin𝛼(3,25 cos𝛾 + sin𝛾)), 

(31) 

𝐹𝑧 = 1731,69𝑉(–0,00324251 + 

+ ℎ2 + 0,0194825 𝛼2 + 𝛼(0,00757036 + 

+0,00345249 𝛾) + ℎ(0,391995 + 

+0,188717 𝛼 + 0,0317635 𝛾) +  

+0,00251167 𝛾– 0,00051995 𝛾2)(cos𝛼 + 

+sin𝛼(cos𝛾 + 3,25 sin𝛾)), 

(32) 

Графічна інтерпретація залежностей (30)-
(32) представлена на рис. 5 - 6. 

Висновки 
1. В результаті теоретичних досліджень пе-

реміщення частинки ґрунту по увігнутій сферич-
ній поверхні робочого органу дискатора з ураху-
ванням сили підпору шару ґрунту, що напливає 
на дисковий робочий орган, відцентровою сили 
та сили Коріоліса, що виникають в результаті 
його обертання, розроблено програмний код в 
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програмному пакеті Mathematica, який дозволяє 
визначити площу та рівняння лінії контакту ґрун-
тового середовища із поверхнею робочого органу 
дискатора в залежності від його конструктивних 
параметрів (радіус сферичної поверхні 𝑅, діа-
метр диска 𝑑), кутів атаки 𝛼 і нахилу 𝛾 та глибини 
обробітку ґрунту ℎ. 

2. Враховуючи отримані залежності площі та 

рівняння лінії контакту ґрунтового середовища із 

поверхнею робочого органу дискатора та викори-

стовуючи відомі аналітичні закономірності для  

компонентів нормальних напружень пружно-

в’язко-пластичного ґрунтового середовища, роз-

роблено програмний код в програмному пакеті 

Mathematica, який дозволяє визначати залежно-

сті проекцій сили опору від кутів атаки 𝛼 і нахилу 

γ робочого органу дискатора, швидкості його пе-

реміщення 𝑉 та глибини обробітку ґрунту ℎ. 

 

 
 

Рис. 5 Залежності проекцій сили опору від 

швидкості переміщення робочого органу 

дискатора 𝑉 та глибини обробітку ґрунту ℎ  

при 𝛼 = 15°, 𝛾 = 10° 

 

 
 

Рис. 6 Залежності проекцій сили опору від кутів 

атаки 𝛼 і нахилу 𝛾 робочого органу дискатора 

при 𝑉 = 3 м/с, ℎ = 0,03 м 
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Аннотация 

 
Физико-математическая модель взаимодействия диска с почвой 

А.В. Козаченко, К.В. Седых, О.М.Волковский 

Представлены результаты теоретических исследований взаимодействия почвенной среды с дис-

ковым рабочим органом почвообрабатывающего орудия и определены составляющие силы сопротив-

ления путем исследования движения частицы почвы по вогнутой сферической поверхности рабочего 

органа дискатора и определения линии контакта почвенной среды с ними; определения площади кон-

такта почвенной среды с поверхностью рабочего органа дискатора; учитывая напряжения, возникаю-

щие в почвенном среде при воздействии на него дискового рабочего органа определены составляющие 

соответствующей силы сопротивления. 

В результате аналитических исследований перемещения частицы почвы по вогнутой сферической 

поверхности рабочего органа дискатора с учетом силы подпора слоя почвы, наплывающего на диско-

вый рабочий орган, центробежной силы и силы Кориолиса, возникающих в результате его вращения, 

разработан программный код в программном пакете Mathematica, который позволяет определять пло-

щадь и уравнение линии контакта почвенной среды с поверхностью рабочего органа дискатора в зави-

симости от его конструктивных параметров: радиуса сферической поверхности 𝑅 и диаметра диска 𝑑, 

угла атаки 𝛼 и угла наклона 𝛾 и глубины обработки почвы ℎ. 

Учитывая полученные зависимости площади и уравнение линии контакта почвенной среды с по-

верхностью рабочего органа дискатора и используя известные аналитические закономерности для ком-

понентов нормальных напряжений упруго-вязко-пластической почвенной среды, разработан программ-

ный код в программном пакете Mathematica, который позволяет определять зависимости проекций 

силы сопротивления от углов атаки 𝛼 и наклона γ рабочего органа дискатора, скорости его перемеще-

ния 𝑉 и глубины обработки почвы ℎ. Сделаны соответствующие выводы относительно полученных ре-

зультатов теоретических исследований. 

Ключевые слова: дискатор, дисковые рабочие органы, угол атаки, угол наклона, качество об-
работки, параметры сферического диска, энергоемкость. 
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Abstract 

Physico-mathematical model of disk interaction with soil 

O.V. Kozachenko, K.V. Siedykh, O.M. Volkoskiy 

The results of theoretical researches of interaction of a spherical disk with soil are presented. As a result 
of analytical studies of the movement of soil particles on the concave spherical surface of the working body of 
the disc, taking into account the force of support of the soil layer flowing to the disk working body, centrifugal 
force and Coriolis force resulting from its rotation, developed software code in Mathematica allows to determine 
the area and equation of the line of contact of the soil environment with the surface of the working body of the 
disc depending on its design parameters: the radius of the spherical surface 𝑅 and the diameter of the disc 𝑑, 
the angle of attack α and the angle of inclination γ and tillage depth ℎ. 

Taking into account the obtained dependences of the area and equation of the line of contact of the soil 
environment with the surface of the working body of the disc and using known analytical laws for the compo-
nents of normal stresses of elastic-viscous-plastic soil environment, developed software code in Mathematica 
software angles of attack α and inclination 𝛾 of the working body of the disc, the speed of its movement 𝑉 and 
the depth of tillage ℎ. The corresponding conclusions concerning the received results of theoretical researches 
are made. 

Keywords: disc harrow, disk working bodies, angle of attack, angle of inclination, quality of tillage, param-
eters of spherical disk, energy consumption. 
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