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Викладено спрощений спосіб наближеного обчислення розмахів вільних затухаючих коливань 

осцилятора зі слабкою степеневою нелінійністю у виразі сили пружності. В основу запропонова-
ного способу покладено припущення, що нелінійний доданок у виразі сили пружності мало впливає 
на рівняння обвідної графіка вільних коливань. Використане тут рівняння обвідної, за прийнятим 
припущенням, відповідає першому наближенню асимптотичного методу теорії нелінійних коли-
вань і було одержане при дослідженні вільних коливань дисипативного осцилятора Дуффінга в 
роботах інших авторів. Але тут додатково враховано залежність тривалостей напівциклів від змін-
ної амплітуди коливань, що властиво нелінійним системам. За виведеними формулами проведено 
розрахунки розмахів коливань в умовах дії різних сил опору, а саме: сухого тертя Кулона, лінійного 
в’язкого тертя та квадратичного в’язкого опору. Розглянуто різні варіанти степеневих нелінійнос-
тей, що доповнюють лінійну складову в виразі сили пружності. З метою з’ясування похибок набли-
женого способу, проведено чисельне комп’ютерне інтегрування диференціального рівняння руху 
при різних видах опору. За підсумком порівняння числових результатів, одержаних різними спосо-
бами, встановлено такі обмеження на нелінійність сили пружності, коли похибки наближених ком-
пактних формул становить декілька відсотків. Основною перевагою запропонованого способу є 
простота реалізації та відсутність потреби будувати аналітичний розв'язок нелінійного диференці-
ального рівняння руху осцилятора, спричиненого початковим відхиленням його від положення ста-
тичної рівноваги. Крім того  запропонований наближений спосіб розрахунку дає можливість вра-
ховувати дію різних сил опору, тобто в’язке або сухе тертя. 

 
Ключові слова: амплітуди коливань, дисипативний осцилятор, мала нелінійність пружно-

сті, наближений спосіб, вільні коливання, різні види опору. 
 

Вступ. Незважаючи на значні досягнення в 
теорії нелінійних механічних коливань продовжує 
інтенсивно розвиватись ця область механіки. Сві-
дченням тому є монографічні видання останніх 
років [1-4], що містять довгі списки літературних 
джерел. Причина такого розвитку зумовлена тех-
нічним прогресом, який ставить нові наукові за-
дачі і в теорії нелінійних коливань.  

Аналіз літературних даних та постановка 
проблеми. Вільні затухаючі коливання в умовах 
спільної дії сил опру різної природи висвітлено в 
[5, 6]. Там розглядали коливання систем з ліній-
ною пружністю. Значно менше публікацій стосу-
ється нелінійно пружних дисипативних систем. 
Дослідженням їх руху в [7-9] пов’язано з викорис-
танням методу енергетичного балансу, який не 
потребує аналітичного розв’язування диференці-
альних рівнянь. Таку перевагу мають і інші спо-
соби наближеного розрахунку, один з яких вико-
ристано в цій статті. Використане тут рівняння об-
відної, за прийнятим припущенням, відповідає 
першому наближенню асимптотичного методу 
теорії нелінійних коливань і було одержане при 

дослідженні вільних коливань дисипативного ос-
цилятора Дуффінга в [10]. Але тут додатково вра-
ховано залежність тривалостей напівциклів від 
змінної амплітуди коливань, що властиво неліній-
ним системам. 

Метою статті є побудова наближених розра-
хункових формул для обчислення амплітуд віль-
них затухаючих коливань осциляторів зі слабкою 
степеневою нелінійністю у виразі сили пружності 
при дії сил опору різної природи. 

Основна частина роботи. Для досягнення 
поставленої мети вводимо припущення, що вид 
рівняння обвідної графіка вільних коливань квазі-
лінійного осцилятора такий як і в лінійного осци-
лятора, тобто нехтуємо впливом нелінійності. 
Про допустимість такого спрощення свідчить пе-
рше наближення асимптотичного методу, одер-
жане в [10], при аналізі вільних коливань дисипа-
тивного осцилятора Дуффінга, де рівняння обвід-
ної не залежить від нелінійного доданку у виразі 
сили пружності.  

Використовуючи вказані спрощення, розгля-
немо вільні коливання системи, які описуються 
диференціальним рівнянням: 
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 𝑚�̈� + 𝑓(�̇�) + (𝑐1 + 𝑐2|𝑥|
𝜈)𝑥 = 0, (1) 

при початкових умовах: 

 𝑥(0) = −𝑎0;   �̇�(0) = 0. (2) 

В (1), (2): 𝑚 – маса осцилятора; 𝑐1, 𝑐2 – коефі-
цієнти жорсткості; 𝑓(�̇�) – сила опору; 𝜈 ≥ 0 – по-
казник нелінійності; 𝑥(𝑡) – переміщення системи, 
як функція часу 𝑡; 𝑎0 – стартове відхилення сис-
теми; крапка над 𝑥 означає похідну по 𝑡. 

1. Сухе тертя Кулона. В цьому варіанті 
опору 𝑓(�̇�) = 𝐹Т 𝑠𝑖𝑔𝑛(�̇�) і, згідно з [10], у першому 
наближенні обвідна графіка коливань описується 
виразом: 

𝑎(𝑡) = 𝑎0 −
2𝐹Т
𝜋𝑚𝜔1

𝑡 , (3) 

де 𝐹Т – сила сухого тертя; 𝜔1 – осереднена кру-
гова частота першого напівциклу. 

Із (3) випливає наступна формула для обчис-
лення розмаху 𝑎𝑖 в кінці і-го напівциклу: 

𝑎𝑖 = 𝑎0 −
2𝐹Т
𝑚𝜔1

∑
1

𝜔𝑗

𝑖

𝑗=1

, 𝑖 = 1,2,3, . . . , 𝑛. (4) 

Тут 𝜋/𝜔𝑗 – тривалість j-го напівциклу з осере-

дненою круговою частотою 𝜔𝑗; 𝑛 – кількість роз-

махів до повної зупинки осцилятора. 
Значення частоти 𝜔𝑗 можна наближено обчи-

слити за формулою: 

𝜔𝑗 = [
𝑐1
𝑚
+
𝛼𝑐2
𝑚
(𝑎𝑗−1 −

𝐹Т
𝑐1 + 𝑐2𝑎𝑗−1

𝜈 )

𝜈

]

1/2

, (5) 

в якій 𝑎𝑗−1 – амплітудне відхилення на початку j-

го розмаху, множник 

𝛼 =
2

√𝜋

𝛤 (
𝜈+3

2
)

𝛤 (
𝜈+4

2
)
 , 

𝛤(𝑧) – гама-функція, затабульована в [11]. 

Якщо в (5), при �̇�(𝑡) = 0, виконується нерів-

ність (𝑐1 + 𝑐2𝑎𝑗−1
𝜈 )𝑎𝑗−1 ≤ 𝐹Т, то осцилятор припи-

нить рух, потрапивши в область застою. 
Щоб з’ясувати похибки розрахунку характе-

ристик коливань за формулами (4), (5), розгля-
немо приклад.  

Для обчислень приймаємо: 𝜈 = 1,5; 𝑚 = 2 кг; 
𝑐1 = 800 Н/м; 𝑐2 = ±18000 Нм2,5; 𝐹Т = 4 Н;  
𝑎0 = 0,05 м.  

При цих ввідних даних [11]:  

𝛤 (
𝜈 + 3

2
) ≈ 1,133003;   𝛤 (

𝜈 + 4

2
) ≈ 1,608359; 

𝛼 ≈ 0,794883. 

Обчислені значення розмахів 𝑎𝑖 та час їх до-
сягнення 𝑡𝑖 записано в табл. 1. і табл. 2. 

Таблиця 1. Значення 𝑎𝑖, 𝑡𝑖 при 𝑐2 > 0 

𝑖 
формули (4), (5) 

чисельне  
інтегрування (1) 

100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 

1 4,15 0,1448 4,18 0,1447 

2 3,28 0,2926 3,32 0,2922 

3 2,40 0,4434 2,42 0,4425 

4 1,50 0,5968 1,48 0,5954 

5 0,58 0,7525 0,51 0,7503 

Таблиця 2. Значення 𝑎𝑖, 𝑡𝑖 при 𝑐2 < 0 

𝑖 
формули (4), (5) 

чисельне  
інтегрування (1) 

100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 

1 3,81 0,1715 3,74 0,1728 

2 2,66 0,3373 2,59 0,3394 

3 1,53 0,4989 1,51 0,5016 

4 0,43 0,6574 0,49 0,6617 

 
Маємо задовільну узгодженість наближених 

результатів з умовно точними, які отримано чисе-

льним інтегруванням задачі Коші, поданої вира-

зами (1), (2). При 𝑐2 < 0 похибка наближених фо-

рмул (4), (5) дещо більша, ніж при 𝑐2 > 0. У випа-

дку м’якої характеристики пружності маємо ме-

ншу кількість розмахів до повної зупинки осциля-

тора, ніж при жорсткій характеристиці, що відпо-

відає фізичним уявленням, бо в другому випадку 

системі надана менша початкова потенціальна 

енергія. Графіки коливань на рис. 1, одержані чи-

сельним інтегруванням рівняння (1), підтверджу-

ють цей висновок. 

2. Лінійний в’язкий опір. У цьому випадку 
𝑓(�̇�) = 𝑘1�̇�, де 𝑘1 – коефіцієнт в’язкого опору. Згі-
дно з першим наближенням в [1, 12] рівняння об-
відної графіка коливань має вигляд: 

𝑎(𝑡) = 𝑎0 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑘1
2𝑚

𝑡). 

Воно не залежить від пружності системи.  

Тоді обчислення амплітуд розмахів можна 
провести наближено за формулою: 

𝑎𝑖 = 𝑎0 𝑒𝑥𝑝(−
𝜋𝑘1
2𝑚

∑
1

𝜔𝑗
∗

𝑖

𝑗=1

) (6) 

в якій: 

𝜔𝑗
∗ =

{
 
 

 
 𝑐1
𝑚
− (

𝑘1
2𝑚

)
2

+
𝛼𝑐2
2𝜈𝑚

𝑎𝑗−1
𝜈 ×

× [1 + 𝑒𝑥𝑝 (−
𝑘1𝜋

2√𝑚𝑐1
)]
𝜈

}
 
 

 
 
1/2

 (7) 
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а) 
 

 
б) 
 

Рис.1. Графіки вільних коливань: 
 а) – 𝑐2 > 0; б) – 𝑐2 < 0 

 

Розглянемо приклад.  

Вхідними даними приймаємо: 𝜈 = 0,8; 𝑚 =
2 кг; 𝑐1 = 800 Н/м; 𝑐2 = ±2200 Нм

−1,8; 𝑘1 = 8Нс/м; 
𝑎0 = 0,05 м. Для них:  

𝛤 (
𝜈 + 3

2
) ≈ 0,961766;    𝛤 (

𝜈 + 4

2
) ≈ 1,242169; 

𝛼 ≈ 0,873662. 

Результати обчислень шести амплітуд роз-

махів і часу їх досягнення записано в табл. 3 і 

табл. 4. Там же наведено результати чисельного 

інтегрування задачі Коші. 

Таблиця 3. Значення 𝑎𝑖, 𝑡𝑖  
при 𝑘1 = 8 Нс/м, 𝑐2 > 0 

𝑖 
формули (6), (7) 

чисельне інте-
грування (1) 

100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 

1 3,75 0,1443 3,78 0,1441 

2 2,79 0,2911 2,84 0,2907 

3 2,07 0,4401 2,12 0,4395 

4 1,54 0,5908 1,58 0,5900 

5 1,13 0,7430 1,17 0,7419 

6 0,83 0,8963 0,86 0,8951 

Таблиця 4. Значення 𝑎𝑖, 𝑡𝑖  
при 𝑘1 = 8 Нс/м, 𝑐2 < 0 

𝑖 
формули (6), (7) 

чисельне інте-
грування (1) 

100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 

1 3,52 0,1762 3,46 0,1761 

2 2,50 0,3472 2,44 0,3470 

3 1,79 0,5148 1,73 0,5145 

4 1,28 0,6800 1,24 0,6795 

5 0,93 0,8434 0,89 0,8427 

6 0,67 1,0054 0,64 1,0047 

 
В табл. 3 і табл. 4 теж не спостерігається 

суттєвих розбіжностей наближених і точних 
результатів. 

3. Квадратичний в’язкий опір. У цьому випа-
дку 𝑓(�̇�) = 𝑘2�̇�

2 𝑠𝑖𝑔𝑛(�̇�), де 𝑘2 – коефіцієнт опору. 
Обвідна графіка коливань у першому наближенні 
описується виразом [10]: 

𝑎(𝑡) =
𝑎0

1 +
4𝑎0

3𝜋
⋅
𝑘2

𝑚
√
с1

𝑚
𝑡

. 

Тоді обчислення амплітуд коливань можна 
наближено провести за формулою: 

𝑎𝑖 =
𝑎0

1 +
4𝑎0

3
⋅
𝑘2

𝑚
√
с1

𝑚
∑ 1

𝜔𝑗∗

𝑖
𝑗=1

, 
(8) 

де 

𝜔𝑗∗ = [
𝑐1
𝑚
+
𝛼𝑐2
𝑚
𝑎𝑗−1
𝜈 (

1 +
2

3

𝑘2

𝑚
𝑎𝑗−1

1 +
4

3

𝑘2

𝑚
𝑎𝑗−1

)

𝜈

]

1/2

; (9) 

𝑡𝑗 = 𝜋/𝜔𝑗∗ – тривалість j-го розмаху. 

Приклад. Обчислимо розмахи осцилятора, у 
якого: 𝜈 = 1,8; 𝑚 = 2 кг; 𝑐1 = 800 Н/м; 𝑐2 = ±46000 
Нм-2,8; 𝑘2 = 6 Нс2/м2. Для прийнятих числових 
даних: 

𝛤 (
𝜈 + 3

2
) ≈ 1,242169;   𝛤 (

𝜈 + 4

2
) ≈ 1,827355; 

𝛼 ≈ 0,767031. 
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Обчислені за формулами (8) і (9) значення 
шести розмахів і час їх досягнення записано в 
табл. 5 і табл. 6. 

Таблиця 5. Значення 𝑎𝑖, 𝑡𝑖  
при 𝑘2 = 6 Нс2/м2, 𝑐2 > 0 

𝑖 
формули (8), (9) 

чисельне інте-
грування (1) 

100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 

1 4,22 0,1451 4,21 0,1455 

2 3,64 0,2929 3,63 0,2936 

3 3,20 0,4426 3,19 0,4436 

4 2,85 0,5937 2,84 0,5949 

5 2,56 0,7459 2,56 0,7472 

6 2,33 0,8988 2,32 0,9002 

Таблиця 6. Значення 𝑎𝑖, 𝑡𝑖  
при 𝑘2 = 6 Нс2/м2, 𝑐2 < 0 

𝑖 
формули (8), (9) 

чисельне інте-
грування (1) 

100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 100𝑎𝑖, м 𝑡𝑖, c 

1 4,10 0,1726 4,09 0,1733 

2 3,49 0,3403 3,48 0,3414 

3 3,04 0,5053 3,04 0,5067 

4 2,70 0,6686 2,69 0,6701 

5 2,43 0,8307 2,42 0,8323 

6 2,21 0,9919 2,21 0,9937 

Тут наближені результати близькі до резуль-
татів, одержаних чисельним інтегруванням за-
дачі Коші в середовищі Maple [13]. 

Висновки. Дослідження показало, що при 
виконанні нерівності 𝑐2𝑎0

𝜈 ≤ 0,25𝑐1 наближене об-
числення розмахів квазілінійного дисипативного 
осцилятора, при його вільних коливаннях, з похи-
бкою в декілька відсотків, можна проводити за ви-
веденими формулами, без побудови аналітич-
ного розв’язку нелінійного диференціального рів-
няння руху осцилятора. При цьому є можливість 
враховувати дію різних сил опору, тобто в’язке 
або сухе тертя. 
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Аннотация 

Приближенный метод расчета размахов свободных  
колебаний квазилинейного диспипативного осциллятора 

В.П. Ольшанский, А.И. Спольник, В.В. Бурлака, М.В. Слипченко  

Изложен упрощенный способ приближенного вычисления размахов свободных затухающих коле-
баний осциллятора со слабой степенной нелинейностью в выражении силы упругости. В основу пред-
лагаемого способа положено предположение, что нелинейное слагаемое в выражении силы упругости 
мало влияет на уравнение огибающей графика свободных колебаний. Использованное здесь уравне-
ние огибающей, согласно принятому предположению, соответствует первому приближению асимпто-
тического метода теории нелинейных колебаний и было получено при исследовании свободных коле-
баний диссипативного осциллятора Дуффинга в работах других авторов. Но здесь дополнительно 
учтено зависимость длительностей полуцикла от изменяющейся амплитуды колебаний, что свой-
ственно нелинейным системам. По выведенными формулами проведены расчеты размахов колебаний 
в условиях действия различных сил сопротивления, а именно: сухого трения Кулона, линейного вязкого 
трения и квадратичного вязкого сопротивления. Рассмотрены различные варианты степенных нели-
нейностей, которые дополняют линейную составляющую в выражении силы упругости. С целью выяс-
нения ошибок приближенного способа, проведено численное компьютерное интегрирования диффе-
ренциального уравнения движения при различных видах сопротивления. По итогам сравнения число-
вых результатов, полученных различными способами, установлены ограничения на нелинейность 
силы упругости, в этом случае погрешности приближенных компактных формул составляет несколько 
процентов. Основным преимуществом предлагаемого способа является простота реализации и отсут-
ствие необходимости строить аналитическое решение нелинейного дифференциального уравнения 
движения осциллятора, вызванного начальным отклонением его от положения статического равнове-
сия. Кроме того, предложенный приближенный способ расчета позволяет учитывать действие различ-
ных сил сопротивления, то есть вязкое или сухое трение. 

Ключевые слова: амплитуды колебаний, диссипативный осциллятор, малая нелинейность 
упругости, приближенный способ, свободные колебания, различные виды сопротивления. 

Abstract 

Approximate method for calculating the ranges of free vibrations  
of a quasilinear dispipative oscillator 

V.P. Olshanskiy, O.I. Spolnik, V.V. Burlaka, M.V. Slipchenko 

A simplified method for the approximate calculation of the ranges of free damped oscillations of an oscil-
lator with weak power nonlinearity in the expression of the elastic force is presented. The proposed method is 
based on the assumption that the nonlinear term in the expression of the elastic force has little effect on the 
equation of the envelope of the graph of free vibrations. The envelope equation used here, according to the 
accepted assumption, corresponds to the first approximation of the asymptotic method of the theory of 
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nonlinear oscillations and was obtained by studying the free oscillations of a dissipative Duffing oscillator in 
the works of other authors. But here, the dependence of the half-cycle durations on the changing oscillation 
amplitude, which is characteristic of nonlinear systems, is additionally taken into account. Using the derived 
formulas, the ranges of oscillations were calculated under the action of various resistance forces, namely, 
Coulomb dry friction, linear viscous friction and quadratic viscous resistance. Various versions of power non-
linearities that complement the linear component in the expression of the elastic force are considered. In order 
to clarify the errors of the approximate method, computer numerical integration of the differential equation of 
motion for various types of resistance was carried out. Based on the results of comparing the numerical results 
obtained in various ways, restrictions on the nonlinearity of the elastic force were established, in this case, the 
errors of approximate compact formulas is several percent. The main advantage of the proposed method is 
the simplicity of implementation and the absence of the need to build an analytical solution of the nonlinear 
differential equation of motion of the oscillator caused by its initial deviation from the position of static equilib-
rium. In addition, the proposed approximate calculation method allows you to take into account the effect of 
various resistance forces, that is, viscous or dry friction. 

Keywords: vibration amplitudes, dissipative oscillator, small nonlinearity of elasticity, approximate 
method, free vibrations, various types of resistance. 
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